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Parte prima

1. La struttura logica dell�enunciato di un teorema che a¤erma una tesi T
essere conseguenza delle tre ipotesi H1, H2, H3 è la proposizione dichiarativa

(H1 ^H2 ^H3)) T

di cui si a¤erma la verità; quella che corrisponde all�argomentazione svolta dai
due studenti è invece

(H1 ^H3 ^ :T )) :H2
Per valutare la correttezza del loro procedimento costruisco le tavole di verità
delle due proposizioni dichiarative e le confronto1 .

T H1 H2 H3 H1 ^H2 (H1 ^H2) ^H3 [(H1 ^H2) ^H3]) T

V V V V V V V
V V V F V F V
V V F V F F V
V V F F F F V
V F V V F F V
V F V F F F V
V F F V F F V
V F F F F F V
F V V V V V F
F V V F V F V
F V F V F F V
F V F F F F V
F F V V F F V
F F V F F F V
F F F V F F V
F F F F F F V

1Ricordo che l�espressione priva di parentesi H1^H2^H3 non è ambigua in virtù della pro-
prietà associativa goduta dall�operazione logica di congiunzione (così come dalla disgiunzione);
essa si deve intendere, equivalentemente, come (H1 ^H2)^H3 oppure come H1 ^ (H2 ^H3).
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:T H1 :H2 H3 H1 ^H3 (H1 ^Hx) ^ :T [(H1 ^H3) ^ :T ]) :H2

F V F V V F V
F V F F F F V
F V V V V F V
F V V F F F V
F F F V F F V
F F F F F F V
F F V V F F V
F F V F F F V
V V F V V V F
V V F F F F V
V V V V V V V
V V V F F F V
V F F V F F V
V F F F F F V
V F V V F F V
V F V F F F V

Vedo così che i valori di verità delle due proposizioni coincidono in tutte le 16
possibili assegnazioni di valore di verità alle 4 proposizioni H1, H2, H3, e T .
Esse sono pertanto logicamente equivalenti ed il procedimento seguito dai due
studenti per dimostrare il teorema è corretto.

2. Il quesito è identico a quello assegnato (e svolto) nel gruppo di esercizi
n.2, D; i dati numerici sono naturalmente diversi. Procedo esattamente nello
stesso modo: innanzitutto, rappresento in modo più conveniente il numero di
molecole contenute in un nanogrammo

602:200:000 miliardi = 6; 022 � 1017

Poi dalla relazione
N

Pm
molecole in 1 g

ottengo
N � 10�9
Pm

molecole in 1 ng

e quindi

N � 10�9
Pm (BOH)

= 6; 022 � 1017

Pm (BOH) =
6; 022 � 1023 � 10�9
6; 022 � 1017

= 10�3
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3. Quesiti riguardanti le equazioni cartesiane e parametriche di rette conte-
nenti lati e altezze di un triangolo sono ricorrenti. Procedo come nello svolgi-
mento della prima prova intermedia, inizio del punto 1 dell�esercizio E, per i 3
lati r � PQ, s � QR, t � RP (equazione cartesiana)

ar = yP � yQ = 1 br = � (xP � xQ) = 7 cr = xP yQ � xQyP = �25

r : x+ 7y � 25 = 0

as = yQ � yR = 8 bs = � (xQ � xR) = �4 cs = xQyR � xRyQ = �20

s : 2x� y � 5 = 0

at = yP � yR = 9 bt = � (xP � xR) = 3 ct = xP yR � xRyP = 15

t : 3x+ y + 5 = 0

Per le equazioni parametriche delle 3 rette, procedo come nel punto 1 dell�esercizio
D del gruppo di esercizi n.4. Scelgo come coe¢ cienti del parametro nelle
equazioni parametriche delle rette r, s, e t le di¤erenze tra le coordinate omologhe
dei punti di passaggio

lr = (xQ � xP ) = 7 mr = yQ � yP = �1
ls = (xQ � xR) = 4 ms = yQ � yR = 8
lt = (xR � xP ) = 3 mt = yR � yP = �9

pertanto queste equazioni sono

r : x = xP + lru = �3 + 7u y = yP +mru = 4� u
s : x = xR + lsv = 4v y = yR +msv = �5 + 8v
t : x = xP + ltw = �3 + 3w y = yP +mtw = 4� 9w

Per le rette contenenti le altezze relative a ciascun lato, come nel punto 6 del
medesimo esercizio D, tengo conto del fatto che l�equazione cartesiana di una
qualunque retta perpendicolare ad una retta data può essere scritta semplice-
mente scambiando tra loro i coe¢ cienti delle incognite nella sua equazione, e
invertendo uno dei loro segni; impongo inoltre il passaggio per il vertice opposto
al lato relativo al quale costruisco l�altezza

br (x� xR)� ar (y � yR) = 0 : 7x� y � 5 = 0
�bs (x� xP ) + as (y � yP ) = 0 : 4x� 8y + 44 = 0
bt (x� xQ)� at (y � yQ) = 0 : 3x� 9y + 15 = 0

Per l�equazione della circonferenza circoscritta al triangolo, se osservo che i
numeri 3, 4, 5 formano la più semplice e nota terna pitagorica (32 + 42 = 52)
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mi rendo conto che P , Q, ed R hanno tutti la stessa distanza 5 dall�origine.
Pertanto l�equazione della circonferenza circoscritta al triangolo (cioè quella che
passa per P , Q, ed R) è

x2 + y2 = 25

Se invece non sono abbastanza attento da fare questa osservazione, procedo più
meccanicamente scrivendo quella che so essere l�equazione di una circonferenza
generica

x2 + y2 + �x+ �y + 
 = 0

e determino i 3 coe¢ cienti a, �, e 
 imponendo il passaggio per i 3 punti:

I 25� 3�+ 4� + 
 = 0
II 25 + 4�+ 3� + 
 = 0
III 25� 5� + 
 = 0

da cui
I � II I 0 � � 7� = 0
y II II 0 25 + 25�+ 
 = 0
y III III 0 25� 35�+ 
 = 0

e in�ne
II 0 � III 0 60� = 0 () � = 0)
y I 0 � = 7� = 0
y III 0 
 = �25

con identica conclusione.

Parte seconda

4 a. L�equazione è ben de�nita su tutto R.

3 = 3
p
x+ 5� 3

p
x� 4

27 = (x+ 5)� 3 3

q
(x+ 5)

2 3
p
x� 4 + 3 3

p
x+ 5

3

q
(x� 4)2 � (x� 4)

27 = 9 + 3 3
p
(x+ 5) (x� 4)

�
3
p
x� 4� 3

p
x+ 5

�
18 = �9 3

p
(x+ 5) (x� 4) (facendo uso dell�eq. iniziale)

(�2)3 = (x+ 5) (x� 4)

�8 = x2 + x� 20

0 = x2 + x� 12 =
�
x+

1

2

�2
� 49
4

�7
2

=

�
x+

1

2

�
x1;2 = �1

2
� 7
2

x1 = �4 x2 = 3
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4 b. Pongo z � (x� 2)2 � 0 nel polinomio di quarto grado al membro di
sinistra e ottengo2

j2� xj4 � 13 jx� 2j2 + 36 = z2 � 13z + 36 = (z � 4) (z � 9)

Il trinomio in z cui mi sono ricondotto è non negativo per valori �esterni�
all�intervallo delle radici 4 e 9, dunque in (�1; 4] [ [9;+1). Ma z è stato
de�nito come il quadrato del binomio (x� 2), pertanto sono accettabili solo i
valori di z in [0; 4] [ [9;+1). Le soluzioni della disequazione in termini della
variabile originale x si ottengono allora risolvendo le disequazioni

0 � (x� 2)2 � 4 oppure 9 � (x� 2)2

La prima delle tre disequazioni è sempre soddisfatta; la seconda richiede

�2 � x� 2 � 2 ossia 0 � x � 4

e la terza richiede

x� 2 � �3 oppure x� 2 � 3

ossia

x � �1 oppure x � 5

In de�nitiva, l�insieme delle soluzioni è

(�1;�1] [ [0; 4] [ [5;+1)

2Tengo presente che, per qualunque z 2 R, vale jzj2 = z2-

5



4 c. Il membro di sinistra è de�nito per x 6= �4, e il suo gra�co è un�iperbole
di cui la retta di equazione x = �4 è l�asintoto verticale; l�asintoto orizzontale
è la retta di equazione y = 2. Il membro di destra è de�nito per x 6= 3, e anche
il suo gra�co è un�iperbole, con asintoti orizzontale la retta di equazione y = 3
e verticale quella di equazione x = 3.

­14 ­12 ­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6

­4

­2

2

4

6

8

10

12

x

y

x 7! 2x+ 3

x+ 4
in blu, x 7! 3x� 5

x� 3 in marrone

L�equazione associata
2x+ 3

x+ 4
=
3x� 5
x� 3

fornisce

(2x+ 3) (x� 3) = (3x� 5) (x+ 4)
2x2 � 3x� 9 = 3x2 + 7x� 20
x2 + 10x� 11 = 0

con soluzioni x1 = �5 �
p
36 = �11 e x1 = �5 +

p
36 = 1: l�insieme delle

soluzioni della disequazione è allora

[�11;�4) [ [1; 3)

4 d. La disequazione è de�nita per x < 0 . Poiché la funzione esponenziale
di base 2 è crescente,

log2 (�x) < �7 () 2log2(�x) < 2�7

() �x < 2�7

() x > � 1

128
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e l�insieme delle soluzioni della disequazione è
�
� 1

128
; 0

�
.

5. L�esercizio è identico all�esercizio C del gruppo di esercizi n.3, e replico
qui parola per parola lo svolgimento pubblicato, con le necessarie modi�che
numeriche.
Posso rispondere alla prima domanda in due modi. Il primo consiste nel

ricondurre la sommatoria data, che non inizia dal termine di indice zero e non
permette l�utilizzazione diretta della formula presente sul libro e dimostrata a
lezione, alla di¤erenza di due sommatorie che entrambe iniziano col termine di
indice zero:

49X
n=20

an =
49X
n=0

an �
19X
n=0

an

=
49X
n=0

(A+ np)�
19X
n=0

(A+ np)

=

�
50 �A+ 49 � 50

2
p

�
�
�
20 �A+ 19 � 20

2
p

�
= 30 �A+ [5 (245� 38)] p
= 30 � �7 + 1:035 � �0; 125
= �210� 129; 375
= �339; 375

Il secondo consiste nell�osservare che un numero qualunque di termini consecu-
tivi di una progressione aritmetica può sempre venire considerato come l�ugual
numero di termini iniziali di una progressione aritmetica molto simile, precisa-
mente quella che ha lo stesso passo ma termine iniziale uguale al primo termine
del gruppo. In simboli, se de�nisco la progressione a0 � (a0n)n2N come segue:

a00 � a20 = A+ 20p

a0n+1 � a0n + p

allora si ha

a0n = a00 + np = A+ (20 + n) p = a20+n
49X

n=20

an =

29X
n=0

a20+n =

29X
n=0

a0n

=
29X
n=0

A+ (20 + n) p =
29X
n=0

(A+ 20p) + np

= 30 � (A+ 20p) + 29 � 30
2

p = 30A+ 15 (40 + 29) p

= 30 � �7 + 1:035 � �0; 125
= �339; 375
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Anche alla seconda domanda posso rispondere negli stessi due modi, adattandoli
questa volta alla circostanza che il legame tra termini successivi di una progres-
sione è quello di un prodotto (per la ragione) anziché quello di una somma (con
il passo). Il primo:

12X
n=4

bn =
12X
n=0

bn �
3X

n=0

bn

= B � 1� q
13

1� q �B � 1� q
4

1� q

= B �
q4
�
1� q9

�
1� q

= 23 � 34 � 5 �

1

34
�
"
1�

�
�1
3

�9#

1�
�
�1
3

�

= 23 � 5 �
19:683� (�1)

19:683
4

3

= 2 � 5 � 3 � 19:684
19:683

= 2 � 5 � 19:684
6:561

= 30; 001524

Il secondo:

12X
n=4

bn = B
12X
n=4

qn

= Bq4
8X

n=0

qn

=
23 � 34 � 5
34

1�
�
�1
3

�9
1�

�
�1
3

�
etc.
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6. La descrizione dell�esito di 5 lanci successivi di una moneta ha l�identica
struttura formale di una tabella di verità composta da 5 proposizioni elementari,
con i simboli V e F sostituiti da quelli che registrano la faccia visibile al termine
di ciascun lancio, cioè T e C. I possibili esiti sono pertanto in tutto 25 = 32.
Di questi, quelli che presentano esattamente 3 teste e due croci si ottengono
scegliendo i 2 lanci tra i 5 in cui esce croce (o, che è la stessa cosa, scegliendo i
3 lanci tra i 5 in cui esce testa). Essi sono�

5

2

�
=

�
5

3

�
=

5!

3!2!
= 10

Non è di¢ cile, né troppo lungo, elencarli tutti; lo faccio in ordine alfabetico per
esser sicuro di non dimenticarne alcuno

(CCTTT ) ; (CTCTT ) ; (CTTCT ) ; (CTTTC) ; (TCCTT ) ;

(TCTCT ) ; (TCTTC) ; (TTCCT ) ; (TTCTC) ; (TTTCC)

Quelli in cui escono almeno 2 croci si ottengono escludendo dai 32 esiti possibili
quello (TTTTT ) in cui non appare alcuna croce e i 5 in cui ne appare 1 sola

(CTTTT ) ; (TCTTT ) ; (TTCTT ) ; (TTTCT ) ; (TTTTC)

Essi sono allora 26. In�ne, gli unici esiti in cui le teste e le croci si alternano
sono i 2 seguenti

(CTCTC) ; (TCTCT )

9



Parte terza

7. Ottengo il gra�co della funzione f : x 7! arcsen

�
1

j2xj � 3

�
e delle

composte jf j e ln �f attraverso i seguenti passaggi:

gr. 1 y = arcsenx gra�co di funzione elementare noto nero

gr. 2 y = arcsen
1

x
per x > 0 ribaltam. rispetto a retta d�eq. x = 1 celeste

con allungamento �in�nito�a destra

gr. 3 y = arcsen
1

x
per x < 0 simm. del preced. rispetto all�origine lilla

gr. 4 y = arcsen
1

2x
contr. orizz.. verso asse Y , modulo

1

2
marrone

gr. 5 y = arcsen
1

2

�
x� 3

2

� traslaz. orizz. a destra di ampiezza 3
2 blu

gr. 6 y = arcsen
1

2 jxj � 3 simm. rispetto asse Y di parte destra verde

che sostituisce parte sinistra

gr. 7 y =

����arcsen 1

2 jxj � 3

���� simm. rispetto asse X di parte sotto rosa

gr. 8 y = ln

�
arcsen

1

2 jxj � 3

�
soppress. parte sotto asse X, stessi grigio

intervalli di monotonia, trasformaz.
di lim

x!x0
= 0+ in lim

x!x0
= �1
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­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

x

y

x 7! arcsenx nero, x 7! arcsen
1

x
celeste (x > 0) lilla (x < 0)

­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

x

y

x 7! arcsen
1

x
celeste (x > 0) lilla (x < 0), x 7! arcsen

1

2x
marrone
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­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

x

y

x 7! arcsen
1

2x
marrone, x 7! arcsen

1

2

�
x� 3

2

� = arcsen
1

2 (x� 3) blu

­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

x

y

x 7! arcsen
1

2x� 3 blu, x 7! arcsen
1

2 jxj � 3 verde
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­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

x

y

x 7! arcsen
1

2 jxj � 3 verde, x 7!
����arcsen 1

2 jxj � 3

���� rosa

­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

x

y

x 7! arcsen
1

2 jxj � 3 verde, ln
�
arcsin

1

2 jxj � 3

�
grigio
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La funzione f : x! arcsen
1

2 jxj � 3 è de�nita nel dominio

Df =

�
x 2 R : �1 � 1

2 jxj � 3 � 1
�

=

�
x 2 R :

�
�1 � 1

2 jxj � 3 < 0
�
_
�
0 <

1

2 jxj � 3 � 1
��

= fx 2 R : (2 jxj � 3 � �1) _ (1 � 2 jxj � 3)g
= fx 2 R : (2 jxj � 2) _ (4 � 2 jxj)g
= fx 2 R : (�1 � x � 1) _ (x � �2) _ (x � 2)g

e la stessa cosa vale per la funzione jf j. La de�nizione della funzione ln �f
richiede invece l�ulteriore condizione f (x) > 0, che è assicurata dalla validità
del secondo disgiunto nell�analisi diDf , mentre è esclusa dalla validità del primo.
In de�nitiva

Dln �f = (�1;�2] [ [2;+1)

8. Dall�analisi gra�ca svolta nel precedente esercizio si desume direttamente

max f =
�

2
argmax f = f�2; 2g

min f = ��
2

argmin f = f�1; 1g

max jf j = �

2
argmax jf j = f�2;�1; 1; 2g

inf jf j = 0
max (ln �f) = ln �

2
argmax (ln �f) = f�2; 2g

inf (ln �f) = 0

Applicando le regole di derivazione di funzione composta si ottiene poi

f 0 : x 7! 1s
1� 1

(2 jxj � 3)2

�2 signx
(2 jxj � 3)2

= � 2 signx

j2 jxj � 3j
p
(2 jxj � 4) (2 jxj � 2)

e si nota che f 0 non è de�nita per x = 0, e che vale

lim
x!�2�

f 0 (x) = lim
x!�1+

f 0 (x) = +1

lim
x!2+

f 0 (x) = lim
x!�1�

f 0 (x) = �1

lim
x!0+

f 0 (x) = � 2

3
p
8

lim
x!0�

f 0 (x) =
2

3
p
8

La funzione derivata di jf j coincide con quella di f (quando essa è positiva cioè)
in (�1;�2] [ [2;+1), mentre le è opposta in (�1; 1). Cio vale anche per il
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segno dei limiti (in�niti) di f 0 allorché x tende a �1 oppure a 1. In�ne, per
x 2 (�1;�2) [ (2;+1)

(ln �f)0 = f 0

f
: x 7! � 2 signx

j2 jxj � 3j
p
(2 jxj � 4) (2 jxj � 2) arcsin 1

2 jxj � 3

9. Costruisco una prima tavola con i termini adeguati al calcolo di media e
varianza

Età convenz. Decessi. Cumul. Anni di vita Cumul. Media (parziale)

5 2 2 10 10 5
15 1 3 15 25 8,33
25 1 4 25 50 12,50
35 2 6 70 120 20
45 4 10 180 300 30
55 7 17 385 685 40,29
65 15 32 975 1660 51,88
75 27 59 2025 3685 62,46
85 36 95 3060 6745 71
95 5 100 475 7220 72,20

Scarti Scarti quadr. Totale classe Cumul. Varianza (parziale)

-67,2 4515,84 9031,68 9031,68 4515,84
-57,2 3271,84 3271,84 12303,52 4101,17
-47,2 2227,84 2227,84 14531,36 3632,84
-37,2 1383,84 2767,68 17299,04 2883,17
-27,2 739,84 2959,36 20258,40 2025,84
-17,2 295,84 2070,88 22329,28 1313,48
-7,2 51,84 777,60 23106,88 722,09
2,8 7,84 211,68 23318,56 395,23
12,8 163,84 5898,24 29216,8 307,55
22,8 519,84 2599,20 31816 318,16

e concludo
media durata vita � = 72; 2
varianza �2 = 318; 16
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Per gli individui della popolazione giunti all�età di 30 anni, le analoghe tavole
relative agli anni residui di vita sono

Vita res. (convenz.) Decessi. Cumul. Anni tot. Cumul. Media (parziale)

5 2 2 10 10 5
15 4 6 60 70 11,67
25 7 13 175 245 18,85
35 15 28 525 770 27,50
45 27 55 1215 1985 36,10
55 36 91 1980 3965 43,57
65 5 96 325 4290 44,69

Scarti Scarti quadr. Totale classe Cumul. Varianza (parziale)

-39,69 1575,10 3150,20 3150,20 1575,10
-29,69 881,35 3525,40 6675,59 1112,60
-19,69 387,60 2713,18 9388,77 722,21
-9,69 93,85 1407,71 10796,48 385,59
0,31 0,10 2,64 10799,12 196,35
10,31 106,35 3828,52 14627,64 160,74
20,31 412,60 2062,99 16690,63 173,86

e concludo
media vita residua a 30 anni � = 44; 69
varianza �2 = 173; 86
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