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Parte prima

1. Stabilisco i seguenti simboli per le 4 proposizioni dichiarative semplici che
appaiono nel ragionamento

Q : Tutti gli ospedali sono vuoti
R : Non tutte le persone sono sane
P : C�è una lacuna previdenziale in almeno una regione
Z : Il decreto del governo è convertito in legge

e per conseguenza identi�co le altre proposizioni presenti come loro negazioni
logiche:

:Q : Qualche ospedale ospita qualche paziente
:R : L�intera popolazione è miracolosamente sana
:P : Si evitano lacune previdenziali in ogni regione
:Z : Il decreto del governo manca la conversione in legge

Le due premesse e la supposta conseguenza del ragionamento assumono allora
la forma composta

H1 : (Q ^R)) P
H2 : :P ) Z
C : :Z ) (:Q _ :R)

Si può intuire che il ragionamento non sia corretto, con due osservazioni. La
prima: l�antecedente della conclusione è :Z, e si ottiene lo stesso antecedente
applicando il principio di contrapposizione ad H2

la forma enunciativa (:Z ) P ) è logicamente equivalente ad H2

La seconda: il conseguente della conclusione è logicamente equivalente alla
negazione dell�antecedente di H1, e si ottiene allora lo stesso conseguente appli-
cando il principio di contrapposizione ad H1

la forma enunciativa [:P ) : (Q ^R)] è logicamente equivalente ad H2
e, per le leggi di De Morgan,

la forma enunciativa [:P ) (:Q _ :R)] è logicamente equivalente ad H2

Si vede così che non è possibile concatenare le due forme enunciative logicamente
equivalenti alle due premesse (:Z ) P ) e :P ) (:Q _ :R) in un sillogismo
ipotetico, al �ne di concludere della verità della conclusione C, per il fatto che

1Se sei tenuta/o a svolgere tutte e 3 le parti, puoi scegliere solo 2 domande della prima
e seconda parte. Se porti in credito la valutazione di una o entrambe le prove in itinere, sei
tenuta/o a tutte le domande per ogni parte che svolgi.
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il termine �medio�non è lo stesso in entrambe le forme, apparendo una volta
come P e una volta come :P . Si può a questo punto identi�care una asse-
gnazione di valori di verità alle lettere proposizionali che veri�chi le (due forme
enunciative logicamente equivalenti alle) due premesse, ma non la conclusione:
precisamente, allorché P , Q ed R sono vere e Z è falsa, la prima premessa
risulta vera (per verità del conseguente o, che è esattamente la stessa cosa,
per falsità dell�antecedente nella sua forma contrapposta), la seconda premessa
risulta del pari vera (per falsità dell�antecedente nella forma originale e per ver-
ità del conseguente in quella contrapposta), mentre la conclusione è falsa per
verità dell�antecedente e falsità del conseguente.(la verità di entrambe Q ed R
coincide con la falsità di entrambe :Q e :R, quindi anche di :Q _ :R). In
parole, si può obiettare al nostro argomentatore osservando:

�può darsi benissimo che il decreto del governo non sia convertito in legge,

e vi siano evidenti lacune previdenziali in qualche regione, con alcune

persone malate che non vengono accolte negli ospedali.

In tal caso, la prima premessa è vera, la seconda pure, ma la conclusione

viene smentita dai fatti�

2. Dalle informazioni ricevute sulle grandezze a, c, d ottengo ulteriori infor-
mazioni su grandezze che da esse dipendono
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e posso determinare l�intervallo di incertezza della grandezza b
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9
� 1 = �10

9

b =
�10
9
� 8
5

2
= �61

45
�b =

�10
9
�
�
�8
5

�
2

=
11

45

�b��b�� =
11

61
' 0; 18

L�incertezza intorno a b risulta inferiore (sia pur di poco rispetto a d) a quella
intorno alle altre 3 grandezze.

3. Ottengo l�equazione della retta per A e B come d�abitudine

yA � yB = 5 � (xA � xB) = 12 xAyB � xByA = 38

5x+ 12y + 38 = 0

La distanza tra A e B è q
(12)

2
+ (5)

2
= 13

I cartelli necessari sono 12 se l�inizio ( km 0) e la �ne ( km 13) della strada non
vengono segnati, e 14 altrimenti. Nel primo caso il terzo cartello annuncia il km
3 e l�ottavo il km 8, mentre nel caso opposto i km annunciati sono il secondo ed
il settimo. Le coordinate dei punti ove si inseriscono i cartelli si ottengono nel

primo caso combinando quelle diA eB con le coppie di coe¢ cienti
�
13� 3
13

;
3

13

�
e
�
13� 8
13

;
8

13

�

x3 =
10

13
xA +

3

13
xB = �

94

13
y3 =

10

13
yA +

3

13
yB = �

2

13

x8 =
5

13
xA +

8

13
xB = �

34

13
y8 =

5

13
yA +

8

13
yB = �

27

13

mentre nel secondo caso le coppie di coe¢ cienti sono
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La retta h perpendicolare al segmento AB nel suo punto medio

M =

�
xA + xB

2
;
yA + yB

2

�
=

�
�4;�3

2

�
ha equazione cartesiana

12 (x+ 4)� 5
�
y +

3

2

�
= 0 ossia 24x� 10y + 81 = 0

ed equazioni parametriche

x = �4 + 5t y = �3
2
+ 12t

Ponendo in un modo qualsiasi il vertice C su h si ottiene un triangolo ACB
isoscele; se C è posto a distanza 2d hm da M , l�area di ACB risulta pari a
130d ( hm)

2. La lunghezza di CM deve allora essere

2d = 2 � 6; 5� 10
3

130
hm = 100 hm = 10 km

Dando valore 1 al parametro t si raggiunge su h il punto di coordinate
�
1;
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2

�
,

che dista da M 13 km. Per raggiungere C alla distanza di 10 km occorre allora

dare al parametro t il valore
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�
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;
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�

Parte seconda

4. a

jxjx3 � 2 j�xjx� 1 =

* x4 � 2x2 � 1 =
(s�x2�0)

s2 � 2s� 1 se x � 0

�x4 + 2x2 � 1 =
(t�x2�0)

�t2 + 2t� 1 se x � 0

s1 =
1�

p
5

2
< 0 non accettabile s2 =

1 +
p
5

2
> 0

x1 =

s
1 +

p
5

2
x2 = �

s
1 +

p
5

2
non accettabile

t1;2 = 1 x3 = �1 x4 = 1 non accettabile
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Soluzioni dell�equazione associata:

(
�1;

r
1 +

p
5

2

)
.

Il trinomio s2�2s�1 è non positivo nell0intervallo [s1; s2] ma per la posizione
s � 0 accetto soltanto s 2 [0; s2], e da ciò ottengo

0 � x2 � 1 +
p
5

2

Poiché ho ricavato questa condizione nell�ipotesi x � 0, concludo qui

0 � x �

s
1 +

p
5

2

Il trinomio �t2 + 2t � 1 = � (t� 1)2 è sempre non positivo, pertanto la
disequazione è risolta da ogni valore di t. Per la posizione t � 0 sono ricondotto
alla condizione

x2 � 0

anch�essa sempre soddisfatta. Tuttavia ho ricavato questa condizione nell�ipotesi
x � 0, che devo allora qui semplicemente confermare.
In de�nitiva, l�insieme delle soluzioni è0@�1;

s
1 +

p
5

2

35
b p

36� x2 = 6� x2

esistenza : �6 � x � 6

ricerca delle soluzioni : se x2 � 6 (ossia �
p
6 � x �

p
6)

36� x2 = x4 � 12x2 + 36

0 = x2
�
x2 � 11

�
x1 = 0 non accettabile

x2 = �
p
11 x3 =

p
11
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c

2x+ 7

� j3xj+ 8 =
* 2x+ 7

�3x+ 8 iperbole con asintoti: x =
8

3
e y = �2

3
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3
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3
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3
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Equazione associata:

2x+ 7

�3x+ 8 = 5� x se x � 0

2x+ 7

3x+ 8
= 5 + x se x � 0

2x+ 7 = 3x2 � 23x+ 40 se x � 0

2x+ 7 = 3x2 + 23x+ 40 se x � 0

0 = 3x2 � 25x+ 33 se x � 0

0 = 3x2 + 21x+ 33 se x � 0

x1 =
25�

p
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6
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25 +
p
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6
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p
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6
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�21 +
p
45

6
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d Poiché

log1=e
�
1� x2

�
=

0@log1
e

e

1A � loge �1� x2� = � ln �1� x2�
allora

log21=e
�
1� x2

�
= ln2

�
1� x2

�
e nel rispondere a questa domanda posso utilizzare direttamente la funzione
logaritmica di base e
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esistenza : 1� x2 > 0

da cui : �1 < x < 1

procedimento risolutivo : ln2
�
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�
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�
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�
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�
� 1
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Insieme delle soluzioni della disequazione: 
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1� 1p

e

#
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1� 1p
e
; 1

!

5. Volume della prima cellula tumorale:

vc = (20�m)
3
= 8� 103 �m3

Volume del tumore

Vt = 5 cm
3 = 5� 1012 �m3
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Numero di cellule attualmente presenti (tempo t = 0)

N0 =
5� 1012
8� 103 = 6; 25� 10

8

Evoluzione del numero di cellule (tempo misurato in anni)

Nt+1 = 2
6Nt

Se h è il numero di anni trascorsi dalla formazione della prima cellula tumorale
(tempo t = �h)

N�h = 1

N0 =
�
26
�h
N�h = 2

6h

da cui

26h = 6; 25� 108

6h = log2
�
6; 25� 108

�
= 29; 22

h = 4; 87

Stimo che la formazione della prima cellula tumorale sia avvenuta poco meno
(1-2 mesi) di 5 anni fa.

6. Nel caso che i soci non intendano accettare la coppia al completo nel
consiglio direttivo, questo si ottiene scegliendo 3 socie femmine e 2 soci maschi
tra i rimanenti soci, cioè tra 29 femmine e 24 maschi rispettivamente. Nel caso
in cui invece la coppia entri a far parte del consiglio direttivo, questo deve essere
completato scegliendo 2 sole femmine e 1 solo maschio tra i rimanenti soci. In
de�nitiva, i possibili consigli direttivi sono�

29

3

�
�
�
24

2

�
+

�
29

2

�
�
�
24

1

�
=

29 � 28 � 27
3 � 2 � 24 � 23

2
+
29 � 28
2

� 24

= 29 � 14 � 9 � 12 � 23 + 29 � 14 � 12 � 2

= 29 � 14 � 12 � 209 = 1:018:248
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Parte terza

7.Abbreviando con �ac�la parola �arcocoseno�nella prima �gura (per mo-
tivi di spazio),

­1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

x

y

x 7! ac (�x) blu, x 7! ac [� (x� 2)] rosso, x 7! ac
�
2� x

3

�
verde

­10 ­8 ­6 ­4 ­2 0 2 4 6 8 10
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x

y

x 7! arccos
�
2� x

3

�
verde, x 7! 3

�
arccos

�
2� jxj

3

�
marrone
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­2
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x

y

x 7! � arccos
�
2�

���x
3

���� grigio, x 7! 4� 3

�
arccos

�
2�

���x
3

���� nero
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­6

­4
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2

4
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x 7! log 3
2
x, x 7! log 3

2
(x+ 3), x 7! log 3

2
(2x+ 3), x 7! log 3

2
(2 jxj+ 3)

8. Allorché x cresce tra
1

20
ed 1,

�

x
decresce tra 20� e �. Gli argomenti su cui

prende valore la funzione seno allorché si compone con la funzione x 7! �

x
per

formare la funzione f in esame sono dunque tutti quelli dell�intervallo [�; 20�],
anche se percorsi nell�ordine opposto a quello abituale. A ciascun intervallo

di variazione
�

1

k + 1
;
1

k

�
(con 1 � k � 19) della variabile x corrisponde un

intervallo di variazione [k�; (k + 1)�] dell�argomento z � �

x
della funzione seno.

In particolare, ad esempio, allorché z varia nell�intervallo [�; 20�] la funzione

11



z 7! sen z assume valore 0 esattamente 20 volte, precisamente in corrispondenza
dei 20 multipli interi di �, (k�)20k=1; pertanto allorché x varia varia nell�intervallo�
1

20
; 1

�
la funzione f assume valore 0 in corrispondenza dei 20 reciproci di

intero
�
1

k

�20
k=1

.sin
�

x
(per visualizzare meglio il comportamento della funzione

f , divido il suo dominio in due parti adiacenti,
�
1

20
;
1

8

�
e
�
1

8
; 1

�
al �ne di

ottenerne il gra�co intero a¢ ancando due gra�ci parziali).

10 20 30 40 50 60
z

z 7! sin z per z 2 [�; 20�]

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

­1.0

­0.5

0.0

0.5

1.0

x

y

x 7! sin
�

x
per x 2

�
1

8
; 1

�
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0.0

0.5
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x

y

x 7! sin
�

x
per x 2

�
1

20
;
1

8

�
Quando z appartiene all�intervallo (�; 2�), così come quando z appartiene a

ciascuno degli altri 9 intervalli della forma ((2k � 1)�; 2k�) con 2 � k � 10, sen z
è strettamente negativo, con il valore minimo �1 assunto per z = (4k � 1) �

2
.

Di conseguenza, f (x) è strettamente negativo in ciascuno dei 10 intervalli della

forma
�
1

2k
;

1

2k � 1

�
con 1 � k � 10, e f assume il proprio valore minimo �1

in corrispondenza dei 10 punti di minimo
�

2

4k � 1

�10
k=1

.

Analogamente, quando z appartiene all�intervallo (2�; 3�), così come quando
z appartiene a ciascuno degli altri 8 intervalli della forma (2k�; (2k + 1)�) con
2 � k � 9, sen z è strettamente positivo, con il valore massimo 1 assunto per
z = (4k + 1)

�

2
. Di conseguenza, f (x) è strettamente positivo in ciascuno dei 9

intervalli della forma
�

1

2k + 1
;
1

2k

�
con 1 � k � 9, e f assume il proprio valore

massimo 1 in corrispondenza dei 9 punti di massimo
�

2

4k + 1

�9
k=1

.

In�ne, gli estremi dell�intervallo
�
1

20
; 1

�
, in cui f assume valore 0, vanno

considerati a parte. Infatti il dominio in esame
�
1

20
; 1

�
non contiene elementi

a sinistra di
1

20
né elementi a destra di 1. In tutto l�intervallo

�
1

20
;
1

19

�
la

funzione f assume valore negativo quindi inferiore a f
�
1

20

�
= 0; e in tutto

l�intervallo
�
1

2
; 1

�
accade esattamente la stessa cosa nei confronti di f (1) = 0;
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pertanto anche
1

20
e 1 sono punti di massimo locale.

Anche l�uso della derivata prima sostiene e conferma le conclusioni raggiunte

f 0 (x) =
�
cos

�

x

�
�
�
� �
x2

�
f 0 (x) = 0() �

x
= (2k + 1)

�

2
() x =

2

2k + 1

2

2k + 1
2

�
1

20
; 1

�
() k 2 [1; 19]

f 0
�
1

20

�
= (cos 20�) � (�400�) = �400� < 0

f 0 (1) = (cos�) � (��) = � > 0

Poiché la funzione esponenziale di base 2 (come qualunque altra funzione espo-
nenziale di base maggiore di 0) è ovunque de�nita, il dominio della funzione
x 7! 2f(x) è lo stesso di quello della funzione f , cioè R � f0g. Per la funzione

x 7! ln jf (x)j occorre aggiungere la condizione f (x) 6= 0, quindi x 62
�
1

k�

�
k2Z
.

Per la funzione x 7!
p
�f (x) la condizione da aggiungere è f (x) < 0, otte-

nendo x 2
S
k2Z

�
1

2k
;

1

2k � 1

�
. In�ne (ricordando che la derivata della funzione

x 7! ln jxj è la funzione x 7! 1

x
perché anche quando x < 0 si ha ln jxj = ln (�x)

e quindi
d

dx
ln jxj = 1

�x � �1 =
1

x
)

D

 
x 7! 2

sen
�

x

!
: x 7!

 
ln 2 � 2

sen
�

x

!
�
�
cos

�

x

�
�
�
� �
x2

�

D
�
x 7! ln

���sen �
x

���� : x 7!

�
cos

�

x

�
�
�
� �
x2

�
sen

�

x

D

�
x 7!

r
� sen �

x

�
: x 7!

�
�
cos

�

x

�
�
�
� �
x2

�
2

r
� sen �

x
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9. La somma S delle 14 osservazioni (xi)
14
i=1 è

11 + 3� 1 + 3� 5 + 3� 9 + 11� 13� 5� 13 + 3� 5� 11 = �28

e la media x è
S

14
= �2

Le osservazioni occorrono con le frequenze indicate in tabella

osservazione frequenza

3 4
�5 3

�13, 11 2
�1, � 9, � 11 1

e la moda è 3. Riordino le 14 osservazioni in modo crescente

(�13;�13;�11;�9;�5;�5;�5;�1; 3; 3; 3; 3; 11; 11)

e immaginando di aver ride�nito gli indici coerentemente con questo riordina-
mento osservo che si ha

x1 = �13 = x2 < � � � � x7 = �5 < x8 = �1 < x9 � � � � < x14 = 11

Ne segue che qualunque numero z scelto nell�intervallo (aperto) (�5;�1) separa
le 14 osservazioni in due gruppi della stessa numerosità, con 7 osservazioni minori
di z e 7 osservazioni maggiori di z. La mediana m è pertanto assunta in questo
caso convenzionalmente pari al valore medio dell�intervallo (�5;�1)

m =
x7 + x8
2

= �3

Gli scarti dalla media (con la nuova numerazione degl�indici) e i loro quadrati
sono allora

x1 � x, x2 � x �11 121
x3 � x �9 81
x4 � x �7 49

x5 � x, x6 � x, x7 � x �3 9
x8 � x 1 1

x9 � x, x10 � x, x11 � x, x12 � x, 5 25
x13 � x, x14 � x 13 169

La somma � dei quadrati degli scarti è

2 � 121 + 81 + 49 + 3 � 9 + 1 + 4 � 25 + 2 � 169 = 838

e la varianza � è
�

14
= 59; 857
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