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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Possiamo trattare insieme 1’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi He*, Li%*,
ecc., in quanto differiscono 1’uno dall’altro solo per la carica nucleare.

Protone (M,+e)

Z/

z

-€)

L’energia potenziale del
sistema e I’energia di
attrazione tra I’elettrone e |l
nucleo:
262
V =———

r
dove r e la distanza tra

I’elettrone e il nucleo.
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

; ani . h? z —
L’operatore Hamiltoniano &— _ —_v/2 _ & puO essere riscritto come

poiché la massa del protone e 1846 volte piu grande di quella dell’elettrone, Si

commentte un errore molto piccolo se si sostituisce la massa m dell’clettrone con
la massa ridotta p
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Per calcolare le energie permesse dell’atomo di idrogeno deve essere risolta
I’equazione agli autovalori

KNY = EY¥Y

essendo un problema a simmetria centrale € pertanto piu conveniente ricorrere
alle coordinate polari sferiche. Dobbiamo quindi trasformare le espressioni in X
Y e Z nelle relative espressioni inr, 6 e ¢ con

Z/
Z : r:0—oo
$:0—360°

Z=rCcos Y

X =rsend cos @

y =rsenSsene

(x2 +yz+22)=r2
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Ricordandoci I’espressione del Laplaciano in tale sistema di coordinate

x =rsend cos@, y=rsen9senq; z=rcos9;

dr = r*senBdrdOdg

o 1 0(,0 1 oo 1 &
V——28—r6 T3 T 2
r-or r) rsen809\084/) rsen”9 o

avremo

(za) 1 a(aj 1 82JZe2
A v g3 2 |~
or) r-sen3 09\08/ rsen”9 dp r
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

E sostituendo nell’equazione agli autovalori:
2 2 2
h {10( a)+21 a(aj+212 GZJ_Ze W B
87 ulrcor\ or) risen3 09\04/ rsen 9 op r

2
Moltiplicando entrambi i membri per _8”_2”
h

1a(zej 1 a(a) 1 82 872u | Ze?
——|r =+ + = || = Y+
rror\ or) rlsen903\09/) risen’d d¢p° h* r

—( 57 ’U]E‘P 0
n?
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

87r2,u
72

1 0 ,0% 1 0 oV 1 8*% 8x%ul . e
— 7 send 7 st+— | E+
r-or\ or/) r<sen9 089 0%/ r-sen9 Op h

Evidenziando — e per Z=1 (atomo di H)

Si possono separare le variabili ponendo: (7,0, )= R(r)O(0)D(p)

1 d (zdR) 1 d( d@j 1 do 87&{ e
———| 7 T sen9 i 5 E+
r“Rdr\ dr) r“sen90 d& d9/ rsen 90 dyp
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Moltiplicando tutto per 7*sen 9

2 2 2
sen*9 d (rz de+sen19 d j+ 87 E+< [sen’9 __ld_CI)
Rdr\ dr ® d4d4 h* r D dop*

Il membro di sinistra € una funzione di r e 6, quello di destra e solo funzione di ¢
per cui nessuno dei due membri dipende dalle variabili che compaiono nell’altro.

Tutti e due, quindi, devono essere uguali ad un valore comune e costante che
indicheremo con m?,

equazione per ®

o2
sen’9 z (rz dR]_i_senS z 87° £ E+— rlsen’9 =m?>
Rdr dr ® d& 52 v
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Separiamo le rimanenti due variabili e dividiamo per sen?9
2 2
(rzde+8ﬂ’uE+— e L 1 d(sengﬁj
dr h? r sen’9 send O dI d9

Entrambi i membri sono uguali ad una costante A indipendente dalle variabili.

= |(1+1)

Tenendo conto di questo e moltiplicando il membro a sinistra per R e dividendo
per r? otteniamo:

2
ii(rzdeJrS” ﬂ[E JR_iR 0 €quazione per R

r2 dr dr h2 r v

-
e
=
>
-
. D
- A
-
-
_—
-
. 2
o
- =
A
=
- A
-
-
- -
-
. =
. -
-
e
=




. _ . 135
La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Moltiplichiamo il membro a destra per ®

2

(N S (Sen9@j®—l®=0
sen’9 send O dg dg

2 equazione per ®
L Z (Seng ;Z(]z)— m O+A0=0

senS dg

sen’9

Dobbiamo quindi risolvere tre equazioni separate ciascuna funzione di una sola
variabile. Nell’equazione in @ appare la costante m, nell’equazione in R appare
A ed E e nell’equazione in ® entrambe. | e m sono numeri quantici

n e chiamato numero quantico principale
| e chiamato numero quantico azimutale
m e chiamato numero quantico magnetico
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Risolviamo I’equazione in @
1 d*® 5
———=—m"=
CDd¢2

La soluzione particolare & @ = Ae ™%

Dovendo 1’autofunzione avere la condizione di essere ad un sol valore, m puo
assumere solo valori interi, sia positivi che negativi.

La costante A si puo ricavare con un processo di normalizzazione, cioe
svolgendo I’integrale:

fg”A 2! o7 MP oy = 47 Ig”dgo = Az[gp]é” —A*2r=1
1 |

A=— = 4=——
27 V2
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di 1idrogeno e gli atomi 1drogenoidi

Le soluzioni dell’equazione in ® sono di tipo polinomiale e sono chiamate
polinomi associati di Legendre.

Le funzioni dell’espressione in ® saranno finite, a quadrato sommabile ed a un
sol valore solo per valori di | nulli o positiviO interi legati ad m dalla relazione:

im| <1

| polinomi di Legendre sono ortogonali e normalizzati. L’integrale di
normalizzazione €:

IF39 7m191 sen9d9 =1 dr = r*drsenS9dSdy

L’integrale di ortogonalita e
I jm191' sen9d 9 =0
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Le prime soluzioni per I’equazione in ® sono:

1=0 m=0 Orbitale s @ =1/2V2

Orbitalep ~ ©,,=1/2V6cosO

Orbitale p ®, ;=1/2V3send
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Le soluzioni dell’equazione in R sono finite, ad un sol valore ed a quadrato
sommabile solo a condizione che

4
E, = —;% - iz (n=12,34,..)
n

0</<n-1

n e chiamato numero quantico principale

Anche le soluzioni dell’equazione in R sono di tipo polinomiale e sono chiamate

polinomi associati di Laguerre e vengono usualmente chiamate funzioni d’onda
radiali.
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

La funzione d’onda totale dell’atomo di idrogeno € il prodotto di opportune
funzioni d’onda radiali normalizzate R ed angolari(®®):

W(n,l,m)= R(n, O(,m)D(m)

dove é indicata la dipendenza esplicita dei numeri quantici riportati tra parentesi.

Dall’equazione precedente si puo vedere che gli stati permessi dell’atomo di

idrogeno, detti anche orbitali idrogenoidi, dipendono dai tre numeri quantici n, |
em.
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

S U AT Y AN 0 N A

ESEMPIO:
Sen=2,1=1em=0 ¥(2,1,0)= R(2,1O(,0YX0)

strato orbitale m livello

L 0 2S

1 : -1, 0, +1 2
PX, PY, PZ

Nel nostro caso abbiamo 1’orbitale 2py.
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Il numero quantico principale n caratterizza ’energia (per gli atomi piu

complessi 1’energia dipende anche da I) ed il numero dei nodi della funzione
d’onda.

Il numero quantico azimutale | e il numero quantico associato al momento
angolare totale dell’clettrone. In linguaggio quantomeccanico le funzioni

O(,m)d(m ) sono autofunzioni dell’operatore [* con autovalore ([+ 11?
OVVEro

L0, mYD(m)= I+ 1)*O(,m)D(m)

Il numero quantico | e limitato a valori interi compresi tra 0 e n-1 e da il numero
dei nodi della parte angolare della funzione d’onda.
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La Struttura Elettronica degli Atomi

L’atomo di idrogeno e gli atomi idrogenoidi

Il numero quantico m é associato alla componente del momento angolare lungo
un asse specifico dell’atomo, usualmente indicato come asse Z. Poiché gli atomi
sono sfericamente simmetrici non vi € modo di definire un asse specifico a meno
che I’atomo sia posto in un campo elettrico o in un campo magnetico.

m determina la degenerazione dello stato in quanto vi sono 2I+1 valori di m per
ogni stato caratterizzato dal numero quantico |.

Il numero quantico m é limitato ai valori I, I-1, ..., -I+1, -l. Le funzioni ®(m)
sono autofunzioni dell’operatore 7 , ovvero
V4

L.®(m)= mhd(m)

In presenza di un campo magnetico gli stati corrispondenti a valori diversi di m
avranno energie diverse. La separazione degli stati con valori diversi di m ¢
definita effetto Zeeman.
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Tutti gli orbitali di tipo s hanno simmetria sferica e la loro
funzione d'onda €& sempre positiva; per ottenere la forma

tridimensionale dell'orbitale basta pensare ad una rotazione di
180° attorno ad un asse qualsiasi.

Le dimensioni aumentano all'aumentare del numero quantico n.
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La Struttura Elettronica degli Atomi

La simmetria € assiale; ogni orbitale p ha un piano nodale (in
cui la funzione y si annulla, dato che cambia di segno e percio
anche y? assume il valore zero) perpendicolare al suo asse.

L'orbitale tridimensionale si pud generare per rotazione attorno
al suo asse di simmetria.

Anche nel caso degli orbitali p le dimensioni aumentano
all'aumentare del numero quantico n.
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Ognuno di questi orbitali d ha due piani nodali: per il dyz, per
esempio, sono i due piani xy e xz.

3dyz 3d Xy 3d XZ
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La Struttura Elettronica degli Atomi

Il primo a sinistra ha 2 piani nodali, perpendicolari a quello del
disegno e che comprendono le bisettrici degli assi x vy; il
secondo una superficie nodale conica con il vertice
all'incrocio degli assi cartesiani, dato che la parte di orbitale che
giace sul piano xy ha struttura toroidale, con asse di simmetria

-
e
=
>
-
. D
- A
— -
-
_—
-
. 2
o
- =
A
=
- A
— -
-
- -
-
. =
. -
-
e
=




