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I.1. Il ragionamento si compone di due premesse e una presunta conclu-
sione. Tutte e tre sono proposizioni condizionali, e in ciascuna di esse tanto
l�antecedente che il conseguente sono proposizioni dichiarative elementari ot-
tenute �chiudendo�opportuni predicati con quanti�catori. Le variabili presenti
nei predicati sono implicitamente vincolate a variare a in speci�ci insiemi, che
posso precisare con ragionevole convenienza così

C � insieme dei campi nomadi

R � insieme delle rivendicazioni della Lega Nord

I � insieme degli italiani (razza pura al 100%)

mentre i predicati presenti sono descrivibili in questo modo:

P (c) : Salvini fa pulizia del campo nomadi c 2 C
L (i) : l�italiano i 2 I trova lavoro
S (r) : La Lega Nord ottiene sostegno nella rivendicazione r 2 R

Con queste de�nizioni le sei proposizioni dichiarative elementari presenti nel
ragionamento proposto prendono la forma:

A : 9c 2 C; P (c) B : 8i 2 I; L (i)

D : 8c; :P (c) E : 8r; :S (r)

F : 8r 2 R; S (r) G : : [8i 2 I; :L (i)]

e la struttura logica del ragionamento è la seguente:

(H1 ^H2)) T3

dove
H1 : A) B H2 : B ) E T3 : F ) G

Occorre prima di tutto osservare che tra le sei proposizioni date non vi è com-
pleta indipendenza logica; infatti:

a. D è la negazione logica di A (e viceversa);

G si può scrivere nella forma equivalente 9i; L (i) , e quindi

b. B implica logicamente G ma non viceversa;

la negazione di F , :F , si può scrivere nella forma 9r 2 R; :S (r) , e quindi

c. E non equivale logicamente ma implica :F ;
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scambiando i ruoli di E e F nella precedente considerazione,

la negazione di E, :E, si può scrivere nella forma 9r 2 R; S (r) , e quindi

d. F non equivale logicamente ma implica :E.

Posso adesso discutere in cinque mosse T3 partendo dal suo antecedente F :

1. dalla verità di F si può dedurre la falsità di E; (d)

2. H2 equivale a :E ) :D (principio di contrapposizione);

3. dalla falsità di E e da H2 si può dedurre la falsità di D (modus ponens)

4. dalla verità di A (falsità di D) (a) e di H1 si può dedurre la verità di B (modus ponens);

5. dalla verità di B si può dedurre la verità di G (b).

Vedo dunque che la conclusione T3 è correttamente deducibile dalle premesse
H1 e H2. Inoltre, due passi della veri�ca si basano su implicazioni anziché su
equivalenze logiche; così, anziché la verità di F : 8r 2 R; S (r), sarebbe stato
su¢ ciente in (1) il suo alleggerimento [9r 2 R; S (r)] per avere la falsità di E;
e il passo 5 si poteva risparmiare del tutto se il conseguente di T3 fosse stato
B anziché G. Pertanto la conclusione T3 può essere ra¤orzata nella conclusione
T 03 :[9r 2 R; S (r)]) B, cioè in linguaggio naturale

se il nostro grande partito guadagnerà sostegno in qualche sua rivendicazione,

allora nessun italiano (razza pura al 100%) resterà disoccupato.

La veri�ca di correttezza del ragionamento può comunque venire svolta me-
diante una tavola di verità, purché in base ai punti (a-d) si tenga presente che

a�. la colonna di D risulta del tutto determinata, per inversione, da quella di A;

b�. non esiste una riga in cui B sia vera e G sia falsa;

c�,d�. non esiste una riga in cui E ed F siano entrambe vere.

Pertanto, la presenza delle due proposizioni A e D contribuisce solo a rad-
doppiare anziché quadruplicare il numero delle righe della tabella da costruire;
analogamente, la presenza della coppia B,G triplica anziché quadruplicare, e
lo stesso accade per la presenza della coppia E,F . Il numero delle righe è così
2� 3� 3 = 18. Ecco la tabella:
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A D B G E F H1 H2 T3 H1 ^H2 H1 ^H2
+
T3

V F V V V F V V V V V
V F V V F V V V V V V
V F V V F F V V V V V
V F F V V F F V V F V
V F F V F V F V V F V
V F F V F F F V V F V
V F F F V F F V V F V
V F F F F V F V F F V
V F F F F F F V V F V
F V V V V F V V V V V
F V V V F V V F V F V
F V V V F F V F V F V
F V F V V F V V V V V
F V F V F V V F V F V
F V F V F F V F V F V
F V F F V F V V V V V
F V F F F V V F F F V
F V F F F F V F V F V

I.2. Dalle condizioni date su a e b ottengo:

�5 < a+ b < �2 a+ b = � 7
2 �(a+ b) = 3

2
�(a+b)

ja+bj =
3
7 ' 43%

�2 < a� b < 1 a� b = � 1
2 �(a� b) = 3

2
�(a�b)
ja�bj = 3 ' 300%

�1 < b� a < 2 b� a = 1
2 �(b� a) = 3

2
�(b�a)
jb�aj = 3 ' 300%

1 < a2 < 9 1 < b2 < 4

�3 < a2 � b2 < 8 a2 � b2 = 5
2 �

�
a2 � b2

�
= 11

2

�(a2�b2)
ja2�b2j =

11
5 ' 220%

Poiché a � b può avere segno tanto positivo che negativo, anziché svolgere
l�analisi del quoziente a�b

a+b distinguendo due casi separati preferisco sempli�-
carla scrivendo:

a� b
a+ b

=
a+ b� 2b
a+ b

= 1� 2b

a+ b

e studiando il quoziente 2b
a+b dove tutti i termini variabili (a, b, a + b) sono
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negativi; da ciò

0 <
2b

a+ b
=

���� 2ba+ b

���� = 2 jbj
ja+ bj =

2 jbj
jaj+ jbj

con

1 < jaj < 3 e 1 < jbj < 2

Il gra�co di ciascun elemento della famiglia di funzioni (f�)�2R

f� : x 7�!
2x

�+ x

è una canonica iperbole equilatera. L�asintoto verticale di f� ha equazione
x = ��; la retta di equazione y = 2 è l�asintoto orizzontale comune a tutta
la famiglia. Devo studiare gli elementi della famiglia ottenuti per � 2 (1; 3), e
ciascuno di questi elementi soltanto per x 2 (1; 2).

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­5

­4

­3

­2

­1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

x 7�! 2x
1+x nero, x 7�!

2x
2+x rosso, x 7�!

2x
3+x blu
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L�in�uenza del parametro � ha essenzialmente due aspetti: una traslazione
dell�asintoto verticale, che per � crescente da 1 a 3 si trova a sinistra dell�asse
Y (quindi nella parte non rilevante) e si sposta verso sinistra, e un�alterazione
della distanza dall�asse X dovuta alla modi�ca del solo denominatore, che con
lo stesso movimento di � determina una contrazione verticale del gra�co, �at-
tratto�da tale asse1 . Ciascuna funzione della famiglia è strettamente crescente
nell�intervallo (1; 2). Pertanto, �ssato x, il valore estremo inferiore è quello che
si otterrebbe2 per f1, il valore estremo superiore quello che si otterebbe per f3;
e il valore estremo inferiore di f3 in (1; 2) è quello che f1 assumerebbe per x = 1,
mentre il valore estremo superiore di f3 in (1; 2) è quello che f3 assumerebbe
per x = 2. In de�nitiva

1
2 <

2b
a+b <

4
3 � 4

3 < �
2b
a+b < �

1
2

� 1
3 <

a�b
a+b <

1
2

�
a�b
a+b

�
= 1

12 �
�
a�b
a+b

�
= 5

12

�( a�ba+b )

( a�ba+b )
= 5 ' 500%

In�ne, non si può parlare di errore relativo od assoluto per l�espressione a+b
a�b

perché dalla limitazione �2 < a� b < 1 segue

1

a� b 2
�
�1;�1

2

�
[ (1;+1)

e quindi anche a+b
a�b non è limitata.

1Posso esprimere questa circostanza in modo diverso e più formale così: 8x > 0,

0 < � < �0 ) 2x

�+ x
>

2x

�0 + x
> 0

2Uso qui per quattro volte il condizionale perché la limitazione 1 < � < 3 esclude f1 e f3
dalla famiglia in esame, e la limitazione 1 < x < 2 esclude i valori f1 (2) e f3 (1) da quelli
e¤ettivamente assunti.
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I.3. Per la condizione di tangenza ad entrambi gli assi, il centro C = (xC ; yC)
di 
 deve esser da loro equidistante. Poiché xC = �4, sono possibili due diverse
soluzioni dell�esercizio, la prima con yC = 4, la seconda con yC = �4.

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

C

C'

P1

M1

P2

M2

Q1

Q2

prima soluzione: yC = 4

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

C

C'

P1

M1

P2

M2

Q1

Q2

seconda soluzione: yC = �4
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Proseguo analizzando la prima soluzione (esamina tu la seconda per eser-
cizio). Da C = (�4; 4) e r = 4 ottengo l�equazione di 


(x+ 4)
2
+ (y � 4)2 = 16

x2 + y2 + 8x� 8y + 16 = 0

Analogamente, da C 0 = (4;�4) (simmetrico di C rispetto a O) e r0 = r = 4
ottengo l�equazione di 
0

(x� 4)2 + (y + 4)2 = 16

x2 + y2 � 8x+ 8y + 16 = 0

La �gura suggerisce la presenza di una simmetria tra 
 e 
0 non solo rispetto
all�origine, ma anche rispetto alla retta bisettrice del I e III quadrante. Infatti,
le equazioni di 
 e 
0 mostrano che vale

(x; y) 2 
 () (y; x) 2 
0

Da questo segue che - come ancora suggerito dalla �gura - le rette tangenti a 

e 
0 siano parallele alla bisettrice del II e IV quadrante, ed abbiano pertanto
equazione esplicita

y = �x+ q

con q 2 R (intercetta sull�asse Y ) da determinare. Metto questa equazione
a sistema con l�equazione di 
, imponendo l�esistenza di una soluzione unica
(condizione di tangenza), nella prospettiva di trovare i due valori di q che for-
niscono le due tangenti , e quindi le coordinate dei rispettivi punti di tangenza
P1 e P2. Le coordinate dei punti di tangenza con 
0 Q1 e Q2 si ottengono poi,
anziché costruendo un analogo sistema con l�equazione di 
0, facendo uso della
simmetria tra P1 e Q1 e tra P2 e Q2.8<: x2 + y2 + 8x� 8y + 16 = 0

y = �x+ q
!

8<: 2x2 + 2 (8� q)x+ (4� q)2 = 0

y = �x+ q

�0q = (8� q)
2 � 2 (4� q)2 = 0 ! �q2 + 32 = 0 �! q1;2 = �4

p
2

r1 : y = �x+ 4
p
2 ! P1 : x1 = 2

p
2� 4 y1 = 4 + 2

p
2

r2 : y = �x� 4
p
2 ! P2 : x2 = �2

p
2� 4 y1 = 4� 2

p
2

Q1 =
�
4 + 2

p
2; 2
p
2� 4

�
Q1 =

�
4� 2

p
2;�2

p
2� 4

�
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I due triangoli OP1Q1 e OP2Q2 sono isosceli, pertanto le loro altezze dal
vertice O coincidono con le mediane, e i piedi di queste altezze sono i punti
medi M1 ed M2 dei lati P1Q1 e P2Q2; dunque

M1 =
�
2
p
2; 2
p
2
�

M2 =
�
�2
p
2;�2

p
2
�

h1 = OM1 = 4 h2 = OM2 = 4

b1 = P1Q1 = 8
p
2 b2 = P2Q2 = 8

p
2

Area1 = 16
p
2 Area2 = 16

p
2

II.4.a jj�2x+ 1j � 1j � 1
2 � jxj

­3 ­2 ­1 1 2 3

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

y = �2x+ 1

­3 ­2 ­1 1 2 3

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

y = j�2x+ 1j blu

(simmetria rispetto all�asse X della parte inferiore del gra�co per e¤etto della
composizione con il valore assoluto)

­3 ­2 ­1 1 2 3

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

y = j�2x+ 1j � 1 rosso

­3 ­2 ­1 1 2 3

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

y = jj�2x+ 1j � 1j verde
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(traslazione verticale verso il basso di ampiezza 1, seguita da un�ulteriore sim-
metria rispetto all�asse X della parte inferiore del gra�co)

­3 ­2 ­1 1 2 3

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

y = jj�2x+ 1j � 1j � 1
2 marrone

­3 ­2 ­1 1 2 3

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

y = jxj celeste

(nuova traslazione verticale verso il basso di ampiezza 1
2 e confronto col gra�co

noto della funzione a secondo membro)

­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­2

­1

1

2

3

4

x

y

insieme delle soluzioni verde

Dal gra�co si evince immediatamente che l�insieme delle soluzioni della di-
sequazione 4a è

Sa =

�
�1
2
;
5

2

�
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Il risultato ottenuto rapidamente col procedimento gra�co può venire confer-
mato - anche se in modo un po�più lungo e tedioso - per via algebrica.

jj�2x+ 1j � 1j � 1
2
=

* j�2xj � 1
2 = j2xj �

1
2 se x � 1

2

j2x� 2j � 1
2 = 2 jx� 1j �

1
2 se x � 1

2

da cui

jj�2x+ 1j � 1j � 1
2
=

*

2x� 1
2 se

8<: x � 1
2

x � 0
cioè x 2

�
0; 12
�

�2x� 1
2 se

8<: x � 1
2

x � 0
cioè x 2 (�1; 0]

2x� 5
2 se

8<: x � 1
2

x � 1
cioè x 2 [1;+1)

3
2 � 2x se

8<: x � 1
2

x � 1
cioè x 2

�
1
2 ; 1
�

cosicché la disequazione assegnata si articola in quattro disequazioni distinte dal
dominio di pertinenza

2x� 1
2 � x cioè x � 1

2 se x 2
�
0; 12
�

�2x� 1
2 � �x cioè x � � 1

2 se x 2 (�1; 0]

2x� 5
2 � x cioè x � 5

2 se x 2 [1;+1)

3
2 � 2x � x cioè x � 1

2 se x 2
�
1
2 ; 1
�

La prima disequazione fornisce
�
0; 12
�
� Sa, la seconda

�
� 1
2 ; 0
�
� Sa, la terza�

1; 52
�
� Sa, e la quarta

�
1
2 ; 1
�
2 Sa. Raccogliendo in unione i quattro contributi

riottengo

Sa =

�
�1
2
;
5

2

�
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II.4.b cos (2x+ �) < 1
2

y = cosx, multipli di �2 viola

y = cos (x+ �) blu

y = cos (2x+ �) marrone
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y = 1
2 celeste, multipli di

�
3 e insieme delle soluzioni verdi

Dopo aver riportato con un po�di cura il gra�co della funzione coseno, ho
ottenuto da esso il gra�co della funzione y = cos (x+ �) per traslazione oriz-
zontale verso sinistra di ampiezza � (o, con lo stesso e¤etto in questo caso, per
simmetria rispetto all�asse X, poiché cos (x+ �) = � cosx); poi ho ottenuto il
gra�co della funzione y = cos (2x+ �) dal precedente per contrazione orizzon-
tale bilaterale verso l�asse Y di modulo 1

2 . Le ascisse dei punti d�incontro del
gra�co �nale con la retta di equazione y = 1

2 sono le soluzioni dell�equazione
associata:

cos (2x+ �) = 1
2 () 9k 2 Z; 2x+ � = ��

3 + 2k�

() 9k 2 Z; 2x = 6k�3�1
3 � = 2

3k� 3
2�

1
2

3 �

()
�
9k 2 Z; x = k� � 2�

3

�
_
�
9k 2 Z; x = k� � �

3

�
(h � k � 1) ()

�
9h 2 Z; x = h� + �

3

�
_
�
9k 2 Z; x = k� � �

3

�
k2Z

() 9k 2 Z; x = k� � �
3

e la �gura mostra che l�insieme delle soluzioni è costituito da una successione
di intervalli di ampiezza 2

3� centrati sui multipli interi di �, e separati l�uno
dall�altro da intervalli di ampiezza �

3 centrati sui multipli dispari di
�
2 .

Sb =
[
k2Z

�
k� � �

3
; k� +

�

3

�
{Sb =

[
k2Z

�
k� +

�

3
; k� +

2�

3

�
=
[
k2Z

�
(2k + 1)

�

2
� �
6
; (2k + 1)

�

2
+
�

6

�
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II.4.c
10 jxj � 5
j3xj+ 5 � 2x+ 1

� j3xj+ 10
Analizzo il membro di sinistra sopprimendo in un primo momento i valori

assoluti, per reintrodurli successivamente sfruttando l�arti�cio gra�co corrispon-
dente. Per il membro di destra invece procedo direttamente studiando le due
funzioni che concorrono rispettivamente a de�nirlo nei due semipiani separati
dall�asse Y . In ogni caso costruisco le appropriate iperboli equilatere che costi-
tuiscono il gra�co di ciascuna delle funzioni coinvolte nell�analisi

y = 10x�5
3x+5 as. or. y = 10

3 as. v. x = � 5
3 int. assi

�
1
2 ; 0
�
(0;�1)

y = 10jxj�5
3jxj+5 as. or. y = 10

3 as. v. nessuno int. assi
�
� 1
2 ; 0
�
(0;�1)

y = 2x+1
�3x+10 as. or. y = � 2

3 as. v. x = 10
3 int. assi

�
� 1
2 ; 0
� �

0; 110
�

y = 2x+1
3x+10 as. or. y = 2

3 as. v. x = � 10
3 int. assi

�
� 1
2 ; 0
� �

0; 110
�

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

y = 10x�5
3x+5

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

y = 10jxj�5
3jxj+5

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

y = 2x+1
�3x+10 (x � 0)

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

y = 2x+1
3x+10 (x � 0)
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­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

x

y

A B

C
D

insieme delle soluzioni verde

L�insieme delle soluzioni della disequazione appare già in modo qualitativo nella
�gura, che presenta 4 punti di intersezione tra i gra�ci del primo e del secondo
membro. La disequazione è soddisfatta a sinistra di A, tra l�asintoto verticale
del secondo membro e B, e nell�intervallo di estremi C e D. L�unico evidente
dei 4 punti è B =

�
� 1
2 ; 0
�
, intersezione di entrambi i gra�ci con l�asse X, come

è risultato anche dall�analisi preliminare delle 4 iperboli. Determino adesso con
precisione A, C, e D risolvendo l�equazione associata.
Per x � 0:

10x�5
3x+5 =

2x+1
�3x+10 �! (10x� 5) (�3x+ 10) = (2x+ 1) (3x+ 5)

�! �30x2 + 115x� 50 = 6x2 + 13x+ 5

�! 36x2 � 102x+ 55 = 0

�! xC =
51�

p
621

36 ' 0; 53 xD =
51+

p
621

36 ' 2; 1
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Per x � 0:

(�10x�5�3x+5 = )
10x+5
3x�5 =

2x+1
�3x+10 �! (10x+ 5) (�3x+ 10) = (2x+ 1) (3x� 5)

�! 30x2 + 115x+ 50 = 6x2 � 7x� 5

�! 24x2 + 122x+ 55 = 0

(492 = 2401) �! xA =
�61�

p
2401

24 ' �4; 58 xB =
�61+

p
2401

36 = � 1
2

In conclusione,

Sc = (�1; xA] [
�
�10
3
;�1
2

�
[ [xC ; xD]
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II.4.d
�
1
2

�x2�3jxj
< 4

­4 ­2 2 4

­2

2

4

6

x

y

V+V­

y = x2 � 3x marrone-blu

­4 ­2 2 4

­2

2

4

6

x

y

V+V­

y = x2 � 3 jxj

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­2

­1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

V+V­

y = x2 � 3 jxj nero y =
�
1
2

�x2�3jxj
rosso y = 4 celeste

Nella composizione con il binomio x2� 3 jxj in qualità di esponente, la funzione
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esponenziale di base 1
2 ne segue fedelmente l�andamento, invertendone però il

senso dei tratti di monotonìa (base minore di 1), e assumendo valori che restano
sempre maggiori di zero, con limite zero oppure in�nito secondo che il binomio
tenda all�in�nito positivo o a quello negativo. In corrispondenza dei vertici delle
due semiparabole concorrenti alla formazione del gra�co del binomio, che ne
rappresentano i minimi assoluti:

V+ =

�
3

2
;�9
4

�
V� =

�
�3
2
;�9
4

�
la funzione esponenziale con esso composta assume perciò valore massimo (del

pari assoluto) pari a
�
1
2

�� 9
4 = 8

p
2; in corrispondenza del massimo relativo

fornito dal punto di �saldatura� sull�asse Y delle due semiparabole (precisa-
mente l�origine nel caso presente), essa raggiunge un minimo relativo (pari ad
1). Poiché 8

p
2 è maggiore di 4, che è maggiore di 1, le intersezioni del gra�co

del primo membro con la retta orizzontale di equazione y = 4 sono (come con-
fermato dalla �gura) a sinistra e a destra di ciascuno dei due punti di massimo
assoluto; mi aspetto cioè 4 soluzioni dell�equazione associata alla disequazione,
e infatti: �

1
2

�x2�3jxj
= 4 �!

�
1
2

�x2�3jxj
=
�
1
2

��2
�! x2 � 3 jxj+ 2 = 0

�!
* x2 � 3x+ 2 = 0 se x � 0

x2 + 3x+ 2 = 0 se x � 0

�!
*
x3;4 = 1; 2

x1;2 = �2;�1
Già da qui e dalla �gura si evince che l�insieme delle soluzioni è

Sd = (�1;�2) [ (�1; 1) [ (2;+1)

ma si poteva procedere anche lavorando direttamente sulla disequazione:�
1
2

�x2�3jxj
< 4 �!

�
1
2

�x2�3jxj
<
�
1
2

��2
�! x2 � 3 jxj+ 2 > 0

�!
* x2 � 3x+ 2 > 0 se x � 0

x2 + 3x+ 2 > 0 se x � 0

�!
*
(x� 1) (x� 2) > 0 se x � 0

(x+ 1) (x+ 2) > 0 se x � 0
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�!
* (x < 1) _ (x > 2) se x � 0 �! x 2 [0; 1) [ (2;+1)

(x > �1) (x < �2) se x � 0 �! x 2 (�1; 0] [ (�1;�2)

II.5. Si può risolvere in senso a¤ermativo la questione dell�iniettività della
funzione g anche semplicemente osservando che essa è la composta di due fun-
zioni entrambe iniettive: la funzione di passaggio al reciproco x 7�! 1

x , che è po-
sitiva e strettamente decrescente in (0;+1), negativa e strettamente decrescente
in (�1; 0), e non de�nita in x = 0; e la funzione arcotangente, strettamente
crescente su R. Analogamente, si può risolvere in senso negativo la questione
della suriettività osservando che il codominio della funzione arcotangente è il
solo intervallo aperto

�
��
2 ;

�
2

�
e non R (essa è infatti l�inversa della restrizione

a tale intervallo della funzione tangente).
Tuttavia, può essere utile esaminare in dettaglio la costruzione del gra�co di

g. Osservo in primo luogo che g è una funzione dispari:

arctg

�
� 1
x

�
= � arctg 1

x

e pertanto posso studiarne il gra�co soltanto nella parte a destra dell�asse Y ,
per sottoporlo poi ad una simmetria centrale rispetto all�origine ed ottenerne la
parte a sinistra del medesimo asse. La restrizione ad (R+;R+) della funzione di
passaggio al reciproco è una corrispondenza biunivoca di R+ in sé; poiché essa
è strettamente decrescente, i valori reali positivi che assume vengono �percorsi�
da 0 verso l�in�nito positivo allorché la variabile indipendente si muove in senso
(opposto) dall�in�nito positivo verso 0, e viceversa. Perciò, nella composizione
tra la funzione arcotangente e la restrizione positiva della funzione passaggio al
reciproco, al �movimento� crescente della variabile indipendente x in (0;+1)
corrisponde un �movimento�decrescente dei loro reciproci (sempre in (0;+1),
cioè degli argomenti in cui si calcola la funzione arcotangente, e in de�nitiva un
�movimento�decrescente dei valori da essa assunti in

�
0; �2

�
. In altre parole,

lim
x�!+1

g (x) = 0+ lim
x�!0+

g (x) = �
2
�

Naturalmente, poiché 1 è il reciproco di se stesso, il punto di coordinate
�
�
4 ; 1
�

è comune ai due gra�ci della funzione arcotangente e g; e, una volta completato
il gra�co per simmetria, lo è anche il punto di coordinate

�
��
4 ;�1

�
, e vale

lim
x�!�1

g (x) = 0� lim
x�!0�

g (x) = ��
2
+
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­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

x 7�! arctg x nero tratteggiato, x 7�! g (x) blu

Si vede così che la restrizione invertibile di g è

eg : R �! �
��
2
;
�

2

�
; x 7!

*
arctg 1x se x 6= 0

0 se x = 0

Per la determinazione della formula funzionale dell�inversa di eg occorre e basta
invertire i ruoli di variabile dipendente e indipendente tra x ed y, e poi scambiare
tra loro le due variabili*

y = arctg 1x se x 6= 0

0 se x = 0
�!

* 1
x = tg y se y 2

�
��
2 ;

�
2

�
� f0g

0 se y = 0

�!
* x = 1

tg y se y 2
�
��
2 ;

�
2

�
� f0g

0 se y = 0

eg�1 : ���
2
;
�

2

�
�! R; x 7!

* 1
tg x se x 2

�
��
2 ;

�
2

�
� f0g

0 se x = 0

II.6. Una riduzione della concentrazione di 23 in 3:000 anni corrisponde ad
un residuo di concentrazione pari ad 1

3 del livello presente 3:000 anni prima. La
legge dinamica che pertanto descrive l�evoluzione della concentrazione dell�isotopo
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BF 281114 del batfarmonio è rappresentata dalla progressione geometrica di ra-
gione 1

3

ct = c0 �
1

3t

dove il tempo t è espresso in unità di 3:000 anni. Assumendo una concentrazione
massima (100%) al tempo in cui si la roccia si è formata, c0 = 1. Allora l�età t
della roccia (espressa in multipli di 3:000 anni) soddisfa la condizione

0; 015242 =
1

3t

da cui
t = log 1

3
0; 015242 = 3; 8082

In anni, l�età presumibile di formazione della roccia di batfarmonio che presenta
una concentrazione di BF 281114 pari all�1; 5242%.è

3; 8082 � 3:000 = 11:425

III.7.

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! senx (gra�co che deve essere ben noto)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! 1
2 senx (rosso; per contrazione verticale bilaterale di modulo

1
2 )

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! sen x2 (blu; per dilatazione orizzontale bilaterale di modulo 2)
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­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! � senx (rosso; per simmetria verticale rispetto all�asse X)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! sen (�x) (blu; per simmetria orizzontale rispetto all�asse Y )

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! jsenxj (rosso; semipiano superiore si conserva, l�infer. si ri�ette vert.)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! sin jxj (blu; semipiano destro si conserva, e si ri�ette orizz. sul sinistro)
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­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

x 7�! 1
sin x (ordinate �1 restano, da (0; 1) in (1;+1), da (�1; 0) in (�1;�1))

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! sen 1
x (onda in (0; �] stirata in

�
1
� ;+1

�
, tutte le altre schiacciate in�

0; 1�
�
)

2 4 6 8 10 12

­10

­8

­6

­4

­2

2

x

y

gra�co della funzione logaritmo (base e; deve essere ben noto)
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2 4 6 8 10 12

­10

­8

­6

­4

­2

2

x

y

x 7�! 1
2 lnx (rosso; contrazione verticale bilaterale di modulo

1
2 )

2 4 6 8 10 12

­10

­8

­6

­4

­2

2

x

y

x 7�! ln x2 (blu; dilataz. orizzont. di modulo 2 () traslazione in basso di ln 2)
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2 4 6 8 10 12

­10

­8

­6

­4

­2

2

x

y

x 7�! � lnx (rosso; per simmetria verticale rispetto all�asse X)

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­10

­8

­6

­4

­2

2

x

y

x 7�! ln (�x) (blu; per simmetria orizzontale rispetto all�asse Y )
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2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! jlnxj (rosso; semipiano superiore si conserva, l�infer. si ri�ette vert.)

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­10

­8

­6

­4

­2

2

x

y

x 7�! ln jxj (blu; semipiano destro si conserva, e si ri�ette orizz. sul sinistro)
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2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! 1
ln x (ordinate �1 restano, da (0; 1) in (1;+1), da (�1; 0) in (�1;�1) e

vicev.)

2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! ln 1
x = � lnx (già fatto)

­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10

­2
­1

1
2

x

y

gra�co della funzione radice cubica (deve essere ben noto)
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­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10

­2
­1

1
2

x

y

x 7�! 1
2

3
p
x (rosso; contrazione verticale bilaterale di modulo 1

2 )

­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10

­2
­1

1
2

x

y

x 7�! 3
p

x
2 (blu; per dilatazione orizzontale bilaterale di modulo 2)

­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10

­2
­1

1
2

x

y

x 7�! � 3
p
x (rosso; per simmetria verticale rispetto all�asse X)

­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10

­2
­1

1
2

x

y

x 7�! 3
p
�x (blu; per simmetria orizzontale rispetto all�asse Y ; qui come il

prec.)

­10 ­5 5 10
­2

2

x

y

x 7�! j 3
p
xj (rosso; semipiano superiore si conserva, l�infer. si ri�ette vert.)
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­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10

­2
­1

1
2

x

y

x 7�! 3
p
jxj (blu; semipiano destro si conserva, e si ri�ette sul sin.; qui come il

prec.)

­8 ­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7 8

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

x 7�! 1
3
p
x
(ordinate �1 restano, da (0; 1) in (1;+1), da (�1; 0) in (�1;�1), e

vicev.)

­8 ­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7 8

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

x 7�! 3

q
1
x (blu; valori assunti in (1;�1) ora rispett. in (0;�1) e vicev., qui

come sopra)
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III.8. La funzione eg de�nita nel corso dell�esercizio 5 è discontinua in 0, dove
è de�nita (vale infatti 0) ma ammette limiti destro e sinistro diversi tra loro e da
0. La discontinuità è di tipo salto, poiché i limiti unilateri sono entrambi �niti.
Naturalmente, eg in 0 non essendo continua tanto meno è derivabile; in R� f0geg risulta invece continua e derivabile perché composta di funzioni continue e
derivabili. Si ha precisamente

eg0 : R� f0g �! R� f0g ; x 7�! 1

1 +
�
1
x

�2 � � 1

x2
= � 1

1 + x2
= �

�
1 + x2

��1
eg00 : R� f0g �! R� f0g ; x 7�! � (�1)

�
1 + x2

��2 � 2x = 2x

(1 + x2)
2

La derivata eg0 non è mai nulla ove de�nita, e quindi anche la derivata �eg�1�0
della sua inversa eg�1 è ben de�nita nel codominio di eg0. Precisamente, tenendo
conto della formula funzionale di eg�1 ottenuta nell�esercizio 5,�eg�1�0 : R� f0g �! R� f0g ; x 7�! �1 (tg x)�2 �

�
1 + tg2 x

�
= �1 + tg

2 x

tg2 x
= �1� (tg x)�2

�eg�1�00 : R� f0g �! R� f0g ; x 7�! � (�2) (tg x)�3 �
�
1 + tg2 x

�
= 2

1 + tg2 x

tg3 x
= 2 (tg x)

�1
+ 2 (tg x)

�3

Gli estremi superiore e inferiore di eg sono �
2 e �

�
2 , ma non sono valori assunti

da eg, che quindi non ammette punti di massimo o di minimo. Invece eg�1 non è
limitata superiormente né inferiormente.

III.9. La media xn di n è la somma dei primi n numeri naturali divisa per
n

xn =

Pn
i=1 i

n
=
n (n+ 1)

2n
=
n+ 1

2

Per la varianza determino prima la media dei quadrati degli elementi dell�insieme
n Pn

i=1 i
2

n
=
n (n+ 1) (2n+ 1)

6n
=
(n+ 1) (2n+ 1)

6

e le sottraggo poi il quadrato della media x2n

varn =
(n+ 1) (2n+ 1)

6
� (n+ 1)

2

4

=
(n+ 1) [2 (2n+ 1)� 3 (n+ 1)]

12

=
(n+ 1) (n� 1)

12

=
n2 � 1
12
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La minimizzazione della somma degli scarti assoluti è un argomento svolto
a lezione.
Comincio da un insieme qualunque composto di due soli elementi numerici

x e y, con x < y per �ssare le idee e senza perdità di generalità (è chiaro che se
y = x la minimizzazione degli scarti.assoluti - così come di quelli quadratici - si
ottiene scegliendo ancora x)

x y

Sia z una qualunque proposta di minimizzatore della somma degli scarti asso-
luti. Ci sono tre casi: z < x, z > y, e z 2 [x; y]. Dovrebbe risultare intu-
itivamente chiaro che il primo caso non corrisponde ad una buona proposta,
perché una qualunque proposta alternativa z0 dalla stessa parte di z ma più
vicina all�intervallo [x; y] (cioè con z < z0 � x) diminuisce entrambi gli scarti.
Lo stesso argomento vale per il secondo caso, con posizioni invertite (cioè con
y � z0 < z). Resta soltanto il terzo caso, nel quale si vede che ogni proposta
fornisce esattamente lo stesso risultato, e cioè la lunghezza dell�intervallo [x; y],
dato che ogni movimento dentro l�intervallo diminuisce lo scarto assoluto da uno
dei due estremi facendo aumentare l�altro dello stesso ammontare. Analitica-
mente:

z < x : jx� zj+ jy � zj = x� z + y � z = x+ y � 2z > x+ y � 2x = y � x

z > x : jx� zj+ jy � zj = z � x+ z � y = 2z � x� y > 2y � x� y = y � x

z 2 [x; y] : jx� zj+ jy � zj = z � x+ y � z = y � x

Così concludo per un insieme di due numeri che la somma degli scarti assoluti
è minimizzata da tutti gli elementi dell�intervallo avente quei due numeri come
estremi.
Sia ora in esame un insieme composto da tre numeri x, y, e z, che suppongo

ancora senza perdita di generalità ordinati in modo crescente: x < y < z.

y zx

Ragionando come prima in relazione ai due numeri x e z, concludo che ogni pro-
posta t inferiore a x o superiore a z può essere migliorata da una proposta t0 più
vicina all�intervallo [x; z] e dalla stessa parte; per di più, t0 non solo diminuisce
la somma degli scarti assoluti da x e z, ma anche lo scarto assoluto da y. Questa
volta però ogni proposta t 2 [x; z] lascia ancora costante la somma degli scarti
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assoluti da x e z, ma non lo scarto assoluto da y, che viene minimizzato esatta-
mente scegliendo t = y.
Così concludo per un insieme di tre numeri che la somma degli scarti assoluti

è minimizzata da quello dei tre che risulta appartenere all�intervallo avente gli
altri due come estremi. Osservo inoltre che nel caso di uguglianza tra due dei
tre numeri, o di tutti e tre, l�argomentazione ancora vale, chiamando y uno dei
numeri che coincide con almeno un altro.
Passando ad un insieme �nito composto da un numero arbitrario di numeri,

cui suppongo di aver attribuito indici che li ordinano in modo non decrescente,

x1 � x2 � � � � � xn�1 � xn
posso replicare più volte la precedente argomentazione, osservando che ogni
proposta di minimizzatore esterna all�intervallo [x1; xn] non è corretta, poi che
ogni proposta appartenente a [x1; xn] ma esterna a [x2; xn�1] non è ancora
corretta, e così via, �no a restare con uniche proposte ammissibili o l�unico
elemento xk+1, se n è dispari e vale n = 2k+1, oppure con l�intervallo [xk; xk+1]
(eventualmente degenere), se n è pari e vale n = 2k. Mi rendo conto così che
la minimizzazione degli scarti assoluti conduce semplicemente alla mediana del
campione.
Per terminare l�esercizio, particolarizzo i risultati nel caso dell�insieme n dei

primi n numeri naturali come segue:

argmin (
Pn

i=1 ji� xj) = k + 1 se n = 2k + 1

argmin (
Pn

i=1 ji� xj) = [k; k + 1] se n = 2k
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Posso in�ne anche calcolare il valore della minima somma nei due casi.
Se n = 2k + 1,

min

 
nX
i=1

ji� xj
!

=
2k+1X
i=1

ji� (k + 1)j

=
kX
i=1

ji� (k + 1)j+ 0 +
2k+1X
i=k+2

ji� (k + 1)j

=
kX
i=1

(k � i+ 1) +
2k+1X
i=k+2

(i� k � 1)

(posto h � k � i+ 1 e j = i� k � 1)

=

kX
h=1

h+

kX
j=1

j

= k (k + 1)

mentre se n = 2k

min

 
nX
i=1

ji� xj
!

=

2kX
i=1

ji� (k + 1)j =
2kX
i=1

ji� kj

=
k�1X
i=1

(k � i) + 0 + 0 +
2kX

i=k+2

i� (k + 1)

(posto h � k � i+ 1 e j = i� k � 1)

=
k�1X
h=1

h+
k�1X
j=1

j

= k (k � 1)
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