La struttura elettronica degli atomi

2 o
In unita atomiche: a = h_z — 0,529A “unita di lunghezza”
me

5 H=Hartree
H = & =27,2eV “unita di energia”
Ay

L’energia dell’atomo di idrogeno nello stato fondamentale espresso in unita
atomiche e:

2
__let —% H = -13,6eV
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La struttura elettronica degli atomi

Si puo esprimere 1’operatore Hamiltoniano in unita atomiche
derivandolo dall’operatore corrispondente espresso in unita c.g.s.

A hz 2 Ze2
Sess = TomY Tt
2

: . . _ . e

Si converte in unita atomiche moltiplicando per — tenendo conto che
— 9 a ao

r=a,r’ in u.a.
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

Una volta risolto il problema quantomeccanico dell’atomo di idrogeno si
presenta il problema di determinare gli stati energetici permessi e le funzioni
d’onda di atomi piu complessi, il piu semplice dei quali € 1’atomo di elio.
L’atomo di elio e costituito da un nucleo con carica +2 e da due elettroni.
L’operatore Hamiltoniano appropriato risulta:

Z
e,(-1) O\

N= —% [Vz(l) + Vz(z)]— r
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

In parentesi quadra abbiamo il termine cinetico, dovuto all’interazione del
nucleo con I’elettrone 1 e con D’elettrone 2. Il resto rappresenta il termine
potenziale 1 cui termini corrispondono rispettivamente all’attrazione nucleare
dell’elettrone 1, all’attrazione nucleare dell’elettrone 2 ed alla repulsione tra i
due elettroni.

Si deve ora risolvere I’equazione agli autovalori ¥ = B¢ in cui
I’Hamiltoniano ha 1’espressione appena vista.

Non esistono in questo caso funzioni analitiche che, una volta trasformate
dall’operatore precedente risultano semplicemente moltiplicate per una costante.
L’impossibilita di risolvere I’equazione € dovuta alla presenza del termine 1/r;,
detto termine di repulsione elettronica.
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

E possibile ottenere una soluzione approssimata se si trascura questo termine
considerando che gli effetti della repulsione elettronica possono essere
parzialmente inclusi introducendo una carica nucleare effettiva, che corrisponde
alla carica nucleare a cui ¢ sottratta la carica schermante dell’altro elettrone. Si
scrive cosi un Hamiltoniano approssimato:

! '
No =—1(Vf+V§ ==
2 Wi N2
dove Z’ rappresenta la carica nucleare effettiva che verra determinata in seguito.
In questo caso I’operatore Hamiltoniano si puo riscrivere come:

z:éo = ilo(l)Jr 50(2)

dove l:zo (1) dipende soltanto dalle coordinate dell’elettrone 1 ed };0 (2) dipende
soltanto dalle coordinate dell’elettrone 2.



La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

Usando la tecnica di separazione delle variabili abbiamo che una soluzione
dell’equazione N,'¥, = E,'¥,
puo essere ottenuta usando la funzione
Y=g, (1)¢0(2)
L’energia totale E é la somma di due energie <<monoelettroniche>> ¢, ed ¢,.
E = gl + (92
Sostituendo i vari termini e separando le variabili si ottengono due equazioni:

o 0600) = Vi)~ 2 ()= ()

5 12 A 0
hy(2)$o(2)= —§V2¢0(2)—r— $0(2)=6,(2)
N2
Che si identificano con quelle dell’atomo di idrogeno con carica nucleare Z’ di
cui sono note le soluzioni.
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

Si puo quindi scrivere per I’elettrone 1 e I’elettrone due, rispettivamente:
o(1) = R(n, )O(L,m)D(m)(1)
¢0(2): R(n,[)O(l,m)D(m)(2)

le cui energie in unita atomiche:
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

A questo livello di approssimazione 1’energia dell’atomo di elio nel suo stato
fondamentale, o stato a minima energia (n,=n,=1) risulta:

Ey=2(2")Ey

dove E,, € I’energia dell’atomo di idrogeno nello stato fondamentale, -1/2 H,
ovvero -13,6 eV,

Esistono due criteri per confrontare i risultati con quelli sperimentali dell’atomo
di elio. Si possono confrontare i valori dell’energia totale di legame E,,,, oppure
possono essere confrontati i valori dei potenziali di prima ionizzazione (IP),. Il
potenziale di prima ionizzazione corrisponde alla variazione di energia nella
reazione

He -> He" + e
e quindi si ottiene

(IP)He =E He' ~ E He
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

L’energia di He*™ puo essere calcolata esattamente (e uno ione idrogenoide) e
quindi D’accuratezza del calcolo del potenziale di ionizzazione riflette
I’accuratezza dell’energia calcolata dell’atomo di elio.
L’energia di He* e

E,=4E  ,=-2H=-544¢eV
| valori sperimentali di E . ed IP sono rispettivamente -2,905 H (-79,98 eV) e
0,904 H (24,6 eV). Questi valori sperimentali possono essere confrontati con i

valori calcolati a diversi livelli di approssimazione. Il calcolo piu approssimato
del valore di aspettazione dell’energia e eseguito utilizzando la funzione d’onda

W= d,(1)@,(2) assumendo Z'=Z=2, la carica nucleare vera, e 1’operatore
Hamiltoniano approssimato
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio
Prendendo la £, = 2(2'2)EH otteniamo:
E " = 2(4)E ,, = -4H = -109 eV
(IP),,. = -(-4H+2H)=2H=54,4 eV

L’errore nel calcolo dell’energia € del 38%, quello nel calcolo del potenziale di
ionizzazione di oltre il 100% e quindi i risultati non sono molto soddisfacenti.

Fasi successive di miglioramento possono essere fatte utilizzando 1’espressione
dell’Hamiltoniano esatto comprensivo del termine di repulsione elettronica e
utilizzando la teoria delle perturbazioni. In questo modo I’errore si riduce
rispettivamente al 5% e al 17%.



La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

| nostri risultati possono essere migliorati attraverso una serie di procedimenti in
cui si sfrutta il metodo variazionale.

Il metodo variazionale permette di trovare 1’energia piu bassa possibile di un
dato sistema:

[O*Rddr
ICD*(DdT = Ecalcolata
E

calcolata = Esperimentale

D = (1+ brl’z)- o2 (h+1) Z=17 1%

il valore dell’energia che si ottiene € E=-78,64 eV ed e molto prossimo al valore
sperimentale.
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La struttura elettronica degli atomi

L’atomo di elio

Un altro metodo da utilizzare sfrutta la teoria delle perturbazioni:

2 1 2 5_. 5
EHe=ZZ EH+ LPO|—|LPO =27 EH +§Z =-4H +§-2H=

2
11

= — 7 H=-74.8eV
come sappiamo (IP)y, = E ,o* - E e

quindi E ..t =-54,4 eV

da cui (IP),, =-54,4 eV-(-74,8 eV)=20,4eV
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La struttura elettronica degli atomi

Teoria dell’elettrone indipendente per gli atomi complessi

Seguendo i procedimenti usati per 1’atomo di elio, possiamo costruire 1’ operatore &
per un atomo qualsiasi:

o 1 Z 1
R=—=2 V-2 4+3¥>¥—
2 N i< T

Tale equazione si risolve separando I’ultimo termine e svolgendo ciascuna
equazione rispetto ad ogni elettrone.

La funzione d’onda approssimata al I livello e:

Tzﬁ@ﬁ)

=1
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La struttura elettronica degli atomi

Principio di Pauli

Mentre in meccanica classica possiamo riconoscere ed identificare particelle
diverse, in meccanica quantistica 1’informazione € limitata alla conoscenza della
probabilita di trovare la particella in una data regione. Pertanto in meccanica
quantistica qualsiasi informazione dedotta da un sistema costituito da particelle
identiche esclude I’identificazione della singola particella. Consideriamo il caso
dell’atomo di elio con la sua coppia di elettroni come esempio di una coppia di
particelle non interagenti in una buca ad una dimensione. L’operatore
Hamiltoniano del sistema si scrive cosi:
2
N= —h— [Vz(l) +V2(2)]
2m
e risulta evidente che 1’Hamiltoniano € simmetrico rispetto allo scambio delle

due particelle.
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La struttura elettronica degli atomi

Principio di Pauli

Le funzioni d’onda che descrivono sistemi costituiti da piu particelle identiche
devono essere correttamente simmetrizzate per tener conto dell’indistinguibilita
delle particelle. Questa esigenza puo essere soddisfatta da un nuovo postulato
che deve anche specificare il tipo di funzione d’onda simmetrizzata da usare.

Il principio di esclusione di Pauli applicato originariamente agli elettroni ma che
si applica anche a tutte le particelle a spin semi intero € un’espressione
particolare di questo postulato che enuncia quanto segue:

“tutte le funzioni d’onda accettabili delle particelle a spin semi intero devono
essere antisimmetriche rispetto alla permutazione delle coordinate di ogni
coppia di particelle. Tali particelle sono dette particelle di Fermi o fermioni. Per
le particelle a spin intero la funzione d’onda deve essere simmetrica rispetto alla
permutazione delle coordinate di ogni coppia di particelle. Tali particelle sono
chiamate di Bose-Einstein o bosoni”.

La formulazione piu classica é : “due elettroni di un atomo non possono avere |
quattro numeri quantici uguali”.



La struttura elettronica degli atomi

Principio di Pauli

Per illustrare I’applicazione del principio di Pauli scriviamo tutte le possibili
funzioni che rappresentano le soluzioni approssimate dello stato fondamentale

dell’atomo di elio. Queste soluzioni includono anche le coordinate di spin
dell’elettrone.

Le quattro funzioni possibili sono:

¥ = oy (1)¢1s (2)0‘(1)0‘(2)
¥, = ¢1,()é1,2)a()B(Q2)
Y= ¢1s(1)¢1s (2)ﬂ(1)0‘(2)
Y, = ¢1s(1)¢1s (2)13(1):8(2)
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La struttura elettronica degli atomi

Principio di Pauli

Cio che distingue le guattro funzioni € la parte di spin. Nessuna delle guattro
soddisfa il principio di Pauli come si puo verificare facendo operare 1’operatore
di permutazione sulle funzioni. L’operatore di permutazione e tale che:

P(L2)¥(12)=Y(2,])
e applicandolo alle funzioni ¥, e \¥,:
P(1,2)a()e2) = a2)a(l)=1- a(l)a(2)
P(L.2)BM)AR)=BR)B1)=1- S1)BER)

Sono entrambe simmetriche e autofunzioni dell’ operatore permutazione.
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La struttura elettronica degli atomi

Principio di Pauli

S U AT Y AN 0 N A

Applicato alle funzioni ¥, e ¥, risulta:
P(L2)a(1)B(2) = a(2)B(1)
P(L2)B(0a(2) = f2)ex(1)

Queste funzioni non sono autofunzioni dell’operatore permutazione.

Per mantenere indistinguibili gli elettroni occorre fare delle combinazioni lineari
di ¥, e ¥,

P2 a(MBR)+ Da@)] = a2)B()+ A2)a(l)=E.

Questa funzione € autofunzione dell’operatore con autovalore +1 ma rimane
simmetrica.
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La struttura elettronica degli atomi

Principio di Pauli

S U AT Y AN 0 N A

LLa combinazione lineare;

PL2)[a()BR)- A1e(2)]= e2)B() - fR)a(1) =
=~ 1[a(1)BQ)- A1)aR2)] =¥

Questa funzione ¢ autofunzione dell’operatore con autovalore -1.

E’ anti-simmetrica e quindi accettabile.

In conclusione la sola funzione d’onda accettabile che descrive lo stato
fondamentale dell’atomo di elio € la .
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Teoria delle perturbazioni

Solo per pochi sistemi e possibile ottenere le soluzioni esatte
dell’equazione di Schrddinger. Per tutti gli altri problemi e necessario
cercare ed ottenere soluzioni approssimate. Due metodi approssimati

servono essenzialmente allo scopo:

-1l metodo della variazione lineare e

-la teoria delle perturbazioni.

La teoria delle perturbazioni si rivela molto utile guando il problema da
risolvere e simile ad un problema gia risolto esattamente. In termini
matematici c10 significa g\l‘gg lg solugioni all’ordine zero del problema
m — Eg{lg:g
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sono note e dewR sseteisBito il nuovo problema




Teoria delle perturbazioni

Si scrive I’Hamiltoniano nella forma seguente

dove il secondo termine rappresenta una perturbazione del primo. Il
termine A e un moltiplicatore arbitrario.
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