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Gruppo di esercizi n.4 (consegna il 6.11.2013) svolgimento

A

a : 3x+4�x+1 < x�6. E¤ettuo innnanzi tutto un elementare raccoglimento
dei termini dello stesso grado a primo membro

2x+ 5 < x� 6

onde disegnare agevolmente, come richiesto, i gra�ci delle funzioni de�nite dalle
formule presenti a primo membro e secondo membro. Trattandosi di polinomi
di primo grado, questi gra�ci sono rette:
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y = 2x+ 5 in nero, y = x� 6 in blu

Confermo quanto risulta già evidente nella �gura raccogliendo a primo membro
i termini di primo grado, e a secondo membro quelli di grado zero:

x < �11
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b :
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Il raccoglimento conferma quanto la �gura rivela immediatamente:

0 � 5

3

ossia che la disequazione non ha soluzioni.

c : jx� 3j � 2 � 0. Rappresento in forma alterna la funzione de�nita dalla
formula a primo membro

x 7!
* x� 3� 2 = x� 5 se x � 3

3� x� 2 = 1� x se x � 3

e separo con una retta verticale (marrone tratteggiata) le due regioni di piano
rilevanti per ciascuna delle due leggi in essa presenti
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y = jx� 3j � 2 in blu, y = x� 5 e y = 1� x tratteggiate

L�analisi della rappresentazione alterna conduce a considerare i due sistemi

I : x� 5 � 0 se x � 3
II : 1� x � 0 se x � 3

e fornisce le due parti di cui è composto l�insieme delle soluzioni della dise-
quazione

x � 5 oppure x � 1

d : jjx� 1j � 2j � 1

2
. Procedo come in c, in due stadi per la presenza di due

valori assoluti concatenati, nella rappresentazione della funzione de�nita dalla
formula a primo membro

x 7!
* jx� 1� 2j = jx� 3j se x � 1

j1� x� 2j = j�x� 1j = jx+ 1j se x � 1

x 7!
*

x� 3 se x � 1 e x � 3 ossia se x � 3

3� x se x � 1 e x � 3 ossia se 1 � x � 3

x+ 1 se x � 1 e x � �1 ossia se �1 � x � 1

�x� 1 se x � 1 e x � �1 ossia se x � �1
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Adesso le regioni di piano in cui la funzione è data mediante una distinta for-
mula de�nitoria sono quattro (separate l�una dall�altra ancora mediante linee
tratteggiate verticali)
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y = jjx� 1j � 2j in blu, y = x� 3, y = 3� x, y = x+ 1 e y = �x� 1
tratteggiate

e quattro sono i sistemi da considerare

I : x� 3 � 1

2
se x � 3

II : 3� x � 1

2
se 1 � x � 3

III : x+ 1 � 1

2
se �1 � x � 1

IV : �x� 1 � 1

2
se x � �1
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Ciascun sistema scritto ha un insieme di soluzioni non vuoto che è un intervallo

I : 3 � x � 7

2

II :
5

2
� x � 3

III : �1 � x � �1
2

IV : �3
2
� x � �1

e tali intervalli sono a due a due adiacenti (i primi due e gli ultimi due); posso
così unirli a coppie, e descrivere l�insieme delle soluzioni della disequazione come
unione di due soli intervalli

�3
2
� x � �1

2
e

5

2
� x � 7

2

Osservazione. La quadripartizione dell�analisi mi è stata utile soprattutto
per riuscire a disegnare il gra�co procedendo ordinatamente; ma l�insieme delle
soluzioni della disequazione potevo ottenerlo più direttamente, a condizione di
essere consapevole della trasformazione generale della disequazione canonica

jf (x)j � k con k > 0

che è
�k � f (x) � k

e di quella della sua �inversa�

jf (x)j � k con k > 0

che è
f (x) � �k oppure f (x) � k

Applicando una prima volta questo procedimento (primo caso, con k =
1

2
)

ottengo

�1
2

� jx� 1j � 2 � 1

2
cioè

3

2
� jx� 1j � 5

2

e applicandolo una seconda volta in modo combinato (primo caso, con k =
5

2
; e

secondo caso, con k =
3

2
) ottengo

(� 5
2
� x� 1 � 5

2
) e (x� 1 � �3

2
oppure x� 1 � 3

2
)
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da cui (proprietà distributiva della congiunzione logica rispetto alla disgiunzione
logica)

(� 5
2
� x� 1 � 5

2
e x� 1 � �3

2
) oppure (� 5

2
� x� 1 � 5

2
e x� 1 � 3

2
)

ossia

(� 3
2
� x � 7

2
e x � �1

2
) oppure (� 3

2
� x � 7

2
e x � 5

2
)

e in de�nitiva
(� 3

2
� x � �1

2
) oppure (

5

2
� x � 7

2
)

e : x � 2 (jxj � 1). Dopo aver disegnato i gra�ci delle funzioni de�nite dalle
formule presenti a primo e secondo membro
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y = 2 (jxj � 1) in blu, y = x in nero, y = 2 (x� 1) e y = 2 (�x� 1) tratteggiate

dove ho tenuto presente che

2 (jxj � 1) =
* 2x� 2 se x � 0

�2x� 2 se x � 0
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sono condotto a studiare i due sistemi

I : x � 2x� 2 se x � 0
II : x � �2x� 2 se x � 0

cioè

I : 2 � x se x � 0
II : 3x � �2 se x � 0

Trovo così l�insieme di soluzioni 0 � x � 2 per il primo sistema e l�insieme di
soluzioni � 2

3 � x � 0 per il secondo; posso unire questi due intervalli adiacenti
nella singola descrizione

�2
3
� x � 2
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B

a : 2x2 � 3x + 1 � 0. La funzione de�nita dalla formula presente a primo
membro (trinomio di secondo grado ax2 + bx+ c con a = 2, b = �3, c = 1) ha
per gra�co una parabola ad asse verticale con il vertice nel punto di coordinate

(xV ; yV ) =

�
� b

2a
;��
4a

�
=

�
3

4
;�1
8

�
La concavità verso l�alto in relazione alla collocazione del vertice (in altre parole,
la positività del discriminante � e di a) conducono all�esistenza di due punti di

intersezione con l�asse orizzontale (di coordinate x� =
1

2
e x+ = 1 rispettiva-

mente). Questi caratteri uniti alla presenza dell�intersezione con l�asse verticale
ad altezza c (= 1) permettono una agevolissima costruzione del gra�co
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nonché alla determinazione dell�insieme delle soluzioni della disequazione

x � x� e x � x+
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b : x2 + 5x > 0. È conveniente e¤ettuare subito il raccoglimento x2 + 5x =
x (x+ 5) che rivela immediatamente, oltre al passaggio per l�origine, l�ascissa
�5 della seconda intersezione con l�asse orizzontale del gra�co della funzione
x 7! x2 + 5x, che è ancora (e... sempre in questa parte B dedicata al 2�

grado) una parabola ad asse verticale, e l�ascissa �5
2
(�a meta strada�) del suo

vertice. L�ordinata del vertice posso ottenerla ancora calcolando l�opposto del

discriminante � (immediato perché c = 0, � = 25) diviso per 4 : �25
4
.
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y = x2 + 5x in blu

È ora altrettanto immediato concludere che l�insieme delle soluzioni della dise-
quazione è costituito dai valori �strettamente esterni all�intervallo delle radici�

x < �5 oppure x > 0
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c : 16x2 + 8x+ 1 > 0. In questo caso il discriminante � è nullo, rivelando che
il vertice appartiene all�asse orizzontale, e che la parabola è ad esso tangente,
con la concavità ancora rivolta verso l�alto; il trinomio risulta pertanto essere
�un quadrato perfetto�, precisamente della di¤erenza tra la variabile e l�ascissa

del vertice � 8

2 � 16 = �
1

4

16x2 + 8x+ 1 = 16

�
x+

1

4

�2
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y = 16x2 + 8x+ 1 in blu

L�insieme delle soluzioni è costituito dall�intero insieme dei numeri reali, con
l�esclusione dell�ascissa del vertice, poiché la diseguaglianza è stretta

x < �1
4

oppure x > �1
4

ossia x 6= �1
4

d : x2 � x + 1 < 0. Questa volta il discriminante è negativo (� = �3) e,
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con la concavità ancora rivolta verso l�alto, la parabola si trova interamente

(strettamente) nel semipiano superiore. Le coordinate del vertice sono
�
1

2
;
3

4

�
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y = x2 � x+ 1 in blu

La disequazione non ha soluzioni.

e : x2 � 3 jx� 1j � 1 � 0. La funzione de�nita dalla formula a primo membro
ammette, come già visto in precedenti esercizi, rappresentazione in forma alterna

x 7!
* x2 � 3 (x� 1)� 1 = x2 � 3x+ 2 se x � 1

x2 � 3 (1� x)� 1 = x2 + 3x� 4 se x � 1

Posso in questo caso intuire (indovinare...) una decomposizione di entrambi i
trinomi della precedente rappresentazione in fattori di primo grado, in termini
delle proprie radici x�e x+; dall�identità

(x� x�) (x� x+) = x2 � (x� + x+)x+ x�x+

si trae infatti che quando il termine di secondo grado ha coe¢ ciente unitario
l�opposto del coe¢ ciente del termine di primo grado è uguale alla somma delle
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radici mentre il termine noto uguaglia il loro prodotto. Osservando che per il
primo trinomio si ha 1 + 2 = 3 e 1 � 2 = 2, e per il secondo 1 � 4 = �3 e
1 � �4 = �4, si conclude

x2 � 3x+ 2 = (x� 1) (x� 2)
x2 + 3x� 4 = (x� 1) (x+ 4)

e questo permette di disegnare rapidamente le due parabole che concorrono
(ciascuna parzialmente, in una delle due regioni di piano che ho come d�uso
separato da una linea tratteggiata marrone) a formare il gra�co della funzione
in esame
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tratteggio
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dalla quale risulta già evidente che l�insieme delle soluzioni della disequazione
è [�4; 2]. Alla stessa conclusione, naturalmente, posso pervenire procedendo in
modo dettagliato e discutendo i due sistemi

I : x2 � 3x+ 2 � 0 se x � 1
II : x2 + 3x� 4 � 0 se x � 1

che posso riscrivere nella forma

I : (x� 1) (x� 2) � 0 se x � 1
II : (x� 1) (x+ 4) � 0 se x � 1

e in de�nitiva

I : 1 � x � 2 se x � 1
II : �4 � x � 1 se x � 1

L�insieme delle soluzioni del primo sistema è l�intervallo [1; 2], quello del secondo
l�intervallo [�4; 1] e la loro unione è appunto [�4; 2].
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f :
��2x2 � 16x+ 31�� > 1. Anche in questo caso posso procedere almeno in

due modi. Nel primo modo, anche perché il testo dell�esercizio richiede la
costruzione del gra�co della funzione x 7!

��2x2 � 16x+ 31��, disegno subito
(nero tratteggiato) quello della funzione x 7! 2x2 � 16x + 31, determinando
il discriminante � = 8, le coordinate del vertice

(xV ; yV ) = (4;�1)

e le intersezioni con gli assi (x�; 0) =
�
4�

p
2
2 ; 0

�
, (x+; 0) =

�
4 +

p
2
2 ; 0

�
,

(0; c) = (0; 31); e successivamente (in blu) ri�etto simmetricamente rispetto
all�asse orizzontale la parte di quanto ottenuto che si trova nel semipiano infe-
riore lasciando inalterata la parte del semipiano superiore
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Le ascisse dei punti di intersezione con la retta di equazione y = 1 sono le
soluzioni dell�equazione associata��2x2 � 16x+ 31�� = 1

2x2 � 16x+ 31 = �1
2x2 � 16x+ 32 = 0 oppure 2x2 � 16x+ 30 = 0

x = 4 oppure x 2 f3; 5g

La �gura già mostra che l�insieme delle soluzioni della disequazione è

x < 3 oppure x > 5

Nel secondo modo, assai più macchinoso nel caso presente, al �ne di ottenere
l�ormai abituale rappresentazione alterna della funzione de�nita dalla formula a
primo membro, devo studiare il segno dell�espressione interna al valore assoluto
risolvendo subito (come già fatto anche prima) l�equazione associata

2x2 � 16x+ 31 = 0

che fornisce come visto x� = 4�
p
2
2 e x+ = 4+

p
2
2 , e concludendo dall�osservazione

del segno (positivo) del coe¢ ciente del termine di secondo grado che il trinomio
è negativo internamente all�intervallo (x�; x+) e positivo esternamente. Ottengo

��2x2 � 16x+ 31�� = * 2x2 � 16x+ 31 se x � 4�
p
2
2 oppure x � 4 +

p
2
2

�2x2 + 16x� 31 se 4�
p
2
2 � x � 4 +

p
2
2

e derivo da ciò i due sistemi

I : 2x2 � 16x+ 31 > 1 se x � 4�
p
2
2 oppure x � 4 +

p
2
2

II : �2x2 + 16x� 31 > 1 se 4�
p
2
2 � x � 4 +

p
2
2

che riscrivo come segue

I : 2x2 � 16x+ 30 > 0 se x � 4�
p
2
2 oppure x � 4 +

p
2
2

II : �2x2 + 16x� 32 > 0 se 4�
p
2
2 � x � 4 +

p
2
2

La disequazione contenuta nel sistema I ha soluzioni esterne (a = 2 > 0)
all�intervallo delle due radici dell�equazione associata 2x2 � 16x + 30 = 0, che
sono (�I = 16) xI� = 3 e x

I
+ = 5

x < 3 oppure x > 5

la disequazione contenuta nel sistema II non ha soluzioni, perché il discrimi-
nante �II è nullo, e il coe¢ ciente (a = �2) del termine di secondo grado è
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negativo (trinomio �2x2 + 16x � 32 = �2 (x� 4)2 nullo in xIIV = 4 e nega-
tivo altrove). Scartato il sistema II, restano 4 casi possibili per il sistema I,
ricondotto a stipulare la congiunzione di due disgiunzioni e quindi (proprietà
distributiva) la disgiunzione di quattro congiunzioni

I:i : x < 3 e x � 4�
p
2

2
ossia x < 3 ( < 4�

p
2

2
perché

p
2

2
< 1)

I:ii : x < 3 e x � 4 +
p
2

2
impossibile

I:iii : x > 5 e x � 4 +
p
2

2
impossibile

I:iv : x > 5 e x � 4�
p
2

2
ossia x > 5 ( > 4 +

p
2

2
come sopra)

Vi è anche un terzo modo, più semplice anche se in parte coincidente col
precedente, che consiste nello scrivere in forma equivalente la disequazione così:

2x2 � 16x+ 31 > 1 oppure 2x2 � 16x+ 31 < �1

Ciò consiste nello studiare i due sistemi I e II ottenuti applicando il metodo
precedente, senza le limitazioni che li accompagnavano. Questo è possibile per-
ché la limitazione presente prima nel sistema I corrisponde a richiedere che
valga

2x2 � 16x+ 31 � 0

cioè una condizione che è comunque assicurata quando vale l�altra condizione
del sistema I (che richiede allo stesso trinomio di essere maggiore di 1 anziché
maggiore o uguale di 0); analogamente, nello studio del sistema II la condizione

2x2 � 16x+ 31 � 0

è certamente soddisfatta quando lo è l�altra (che richiede al trinomio di essere
minore di �1 anziché minore o uguale di 0). Procedendo in questo modo si ot-
tengono direttamente le soluzioni trovate prima, cioè quelle esterne all�intervallo
[3; 5] per il sistema I, e nessun�altra dal sistema II.
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f : (x+ 1)
2
<
��x2 � 1��. Anche qui posso procedere in più di un modo. Nel

primo modo, sempre per adempiere la richiesta di disegnare i gra�ci, osservo
che quello della funzione y = (x+ 1)

2 si ottiene per traslazione orizzontale
verso sinistra di ampiezza 1 da quello della ordinaria funzione �elevamento
al quadrato� y = x2, cioè la parabola �canonica� con il vertice nell�origine e
l�asse verticale come asse di simmetria (in celeste); mentre quello della funzione
y =

��x2 � 1�� si ottiene in due stadi, prima sottoponendo la medesima parabola
canonica ad una traslazione verticale di ampiezza 1 (da y = x2 a y = x2 � 1),
e poi sottoponendo la sola parte del gra�co ottenuto che si trova nel semipiano
inferiore alla simmetria rispetto all�asse orizzontale (da y = x2�1 a y =

��x2 � 1��)

­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4
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x
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y = (x+ 1)
2 in blu, y =

��x2 � 1�� in marrone, e y = x2 e y = x2� 1 in tratteggio
La �gura già mostra che l�insieme delle soluzioni è

x < �1 oppure � 1 < x < 0
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Nel secondo modo, posto z � x2 � 1, devo risolvere (x+ 1)2 < jzj, ed
ottengo z < � (x+ 1)2 oppure z > (x+ 1)2. Riconducendomi interamente alla
variabile x e svolgendo il quadrato

x2 � 1 < �x2 � 2x� 1 oppure x2 � 1 < x2 + 2x+ 1

cioè
2x2 + 2x < 0 oppure 2x > �2

Poichè si ha 2x2 + 2x = 2x (x+ 1), nella prima disequazione dei due fattori x
e x + 1 il primo è comunque minore del secondo; pertanto essi possono essere
discordi solo se il primo è negativo ed il secondo positivo, e non viceversa; ciò
fornisce �1 � x � 0. La seconda disequazione richiede x > �1.
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C

a : 2 +
1

x� 1 �
1

x+ 1
. I gra�ci delle due funzioni x 7! 1

x� 1 e x 7!
1

x+ 1
si

ottengono per traslazione orizzontale di ampiezza 1, la prima verso destra e la
seconda verso sinistra, da quello della ordinaria funzione �passaggio al reciproco�
y = 1

x , cioè l�iperbole �canonica�, equilatera e con gli assi orizzontale e verticale

come asintoti. Per ottenere poi il gra�co della funzione x 7! 2 +
1

x� 1 basta
sottoporre il primo dei due ad una ulteriore traslazione, verticale questa volta e
di ampiezza 2
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y = 2 + 1
x�1 in blu, y =

1
x+1 in marrone, e y =

1
x in tratteggio

La �gura rivela che l�insieme delle soluzioni della disequazione è

x < �1 oppure x > 1 oppure x = 0

19



In termini algebrici, posso moltiplicare entrambi i membri della disequazione
per x2 � 1, non senza discutere prima però due particolari della massima
importanza: l�eventualità di avere con ciò introdotto erroneamente le soluzioni
aggiuntive dell�equazione x2 � 1 = 0, che sono �1 e +1, ed e¤ettivamente per
tali valori l�uno o l�altro dei membri della disequazione non è nemmeno de�nito;
e il segno di x2 � 1, che quando negativo (cioè per �1 < x < 1) altera il verso
della disequazione. Ottengo allora due distinti sistemi

I : 2
�
x2 � 1

�
+ x+ 1 � x� 1 se x < �1 oppure x > 1

II : 2
�
x2 � 1

�
+ x+ 1 � x� 1 se � 1 < x < 1

che riscrivo

I : 2x2 � 0 se x < �1 oppure x > 1
II : 2x2 � 0 se � 1 < x < 1

La condizione 2x2 � 0 è sempre veri�cata, quella inversa 2x2 � 0 solo per x = 0.
Il sistema I è dunque risolto per x < �1 oppure per x > 1, e il sistema II solo
per x = 0. L�unione dei due casi conferma esattamente la conclusione gra�ca.
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b :
4x� 5
2x+ 3

� 1. Replicando l�analisi svolta a lezione nel caso generale di una

funzione razionale fratta di primo grado x 7! ax+b
cx+d

4x� 5
2x+ 3

=
4
�
x� 5

4

�
2
�
x+ 3

2

� = 2x+ 3
2 �

�
5
4 +

3
2

�
x+ 3

2

= 2� 11
2
� 1

x+ 3
2

ottengo il gra�co della funzione x 7! 4x� 5
2x+ 3

attraverso i seguenti passaggi:

gr. 1 y = 1
x iperbole equilatera canonica nero

gr. 2 y = 11
2 �

1
x dilataz. vert. (zoom) di fattore 11

4 celeste

gr. 3 y = � 11
2 �

1
x simm. vert. rispetto all�asse X lilla

gr. 4 y = 2� 11
2 �

1
x traslaz. vert. in alto di ampiezza 2 marrone

gr. 5 y = 2� 11
2 �

1
x+ 3

2

traslaz. orizz. a sinistra di ampiezza 3
2 blu
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e posso agevolmente delineare la soluzione della disequazione per via gra�ca

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

10

x

y

y =
4x� 5
2x+ 3

in blu, y = 1 in nero

Tenendo conto del fatto che la disequazione anche se debole non è de�nita per
x = � 3

2 (scrittura che rappresenta anche l�equazione dell�asintoto verticale del
gra�co della funzione de�nita dalla formula a primo membro), concludo per

x < �3
2

e x � 4

La conclusione è algebricamente confermata moltiplicando ambo i membri della
disequazione per 2x+ 3 (dopo aver posto x 6= � 3

2 ), ottenendo i due sistemi

I : 4x� 5 � 2x+ 3 se 2x+ 3 > 0

II : 4x� 5 � 2x+ 3 se 2x+ 3 < 0

e riscrivendoli nella forma

I : 2x � 8 se x > �3
2

II : 2x � 8 se x < �3
2

Il sistema I ha soluzione per x � 4, e il sistema II per x < � 3
2 .
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c :

����4x� 52x+ 3

���� � 1. Posso disegnare subito il gra�co di cui ho bisogno sot-

toponendo al consueto ribaltamento intorno all�asse orizzontale la sola parte
inferiore del gra�co �nale dell�esercizio precedente

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­4

­2

2

4

6

8

10

x

y

y =

����4x� 52x+ 3

���� in blu, y = 1 in nero
L�insieme delle soluzioni si è leggermente ingrandito rispetto a prima, con la
semiretta sinistra che ora si spinge �no ad un valore x� compreso tra 0 e 1

2 , con
l�esclusione di x = � 3

2 . Per identi�care x
� occorre risolvere l�equazione����4x� 52x+ 3

���� = 1
e per togliere a tale scopo il valore assoluto nell�equazione appena scritta è
su¢ ciente osservare dall�ultimo gra�co che il ramo di iperbole intersecante la
retta di equazione y = 1 nel punto di coordinate (x�; 1) è quello sottoposto a
ribaltamento: quindi nell�intervallo

�
� 3
2 ;

5
4

�
che contiene x� l�espressione 5x�4

2x+3
è negativa ed il suo valore assoluto si ottiene cambiandone il segno. Pertanto
deve valere

5� 4x�
2x� + 3

= 1

da cui dopo semplici passaggi x� = 1
3 . L�insieme delle soluzioni della dise-

quazione è

x < �3
2

oppure � 3
2
< x � 1

3
oppure x � 4

23



d :
4 jxj � 5
2 jxj+ 3 � 1. Questa volta la parte del gra�co dell�esercizio b che viene

ri�essa è quella nel I quadrante, e la simmetria è orizzontale (rispetto all�asse
Y ). Essa va a sostituire la parte di quel gra�co che si trovava nel II quadrante,
e che viene soppressa. Al contempo, la ri�essione non cancella l�originale del I
quadrante, che permane

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

y =
4 jxj � 5
2 jxj+ 3 in blu, y = 1 in nero

L�insieme delle soluzioni è già evidentissimo dalla �gura. Ma posso studiare
esplicitamente la disequazione, dove ho posto per semplicità z � jxj, e dove
ricerco solamente soluzioni non negative (tale è il valore assoluto di qualunque
numero)

4z � 5
2z + 3

� 1 e z � 0

Adesso il binomio 2z+3 è certamente positivo, e il verso della disequazione non
cambia quando i suoi membri vi sono moltiplicati

4z � 5 � 2z + 3 e z � 0

da qui z � 4, e in�ne

jxj � 4 ossia x � �4 oppure x � 4
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e :
�4 jxj � 5
�2 jxj+ 3 � �3 Nel caso presente la parte del gra�co dell�esercizio b

che viene ri�essa è quella nel II quadrante, sempre con simmetria orizzontale.
Analogamente, la parte di quel gra�co che si trovava nel I quadrante viene
soppressa, e la ri�essione non cancella l�originale del II quadrante

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7

­7

­6

­5

­4

­3

­2

­1

1

2

3

4

5

6

7

x

y

y =
�4 jxj � 5
�2 jxj+ 3 in blu, y = 1 in nero

La struttura dell�insieme delle soluzioni è ancora evidente; per la determinazione
dei particolari numerici studio esplicitamente la disequazione, dove ho posto
per semplicità t � �2 jxj, e dove ricerco questa volta solamente soluzioni non
positive

2t� 5
t+ 3

� �3 e t � 0

In primo luogo deve valere t 6= �3 a¢ nché il denominatore non si annulli.
Procedendo poi nella moltiplicazione di ambo i membri per t+3, devo distinguere
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ancora due casi, secondo il segno del binomio

I : 2t� 5 � �3t� 9 se� 3 < t � 0
II : 2t� 5 � �3t� 9 se t < �3

Per conseguenza

I : t � �4
5

se � 3 < t � 0

II : t � �4
5

se t < �3

e in de�nitiva

� 4
5 � t � 0 oppure t < �3

� 4
5 � �2 jxj � 0 oppure �2 jxj < �3

jxj � 2
5 oppure jxj > 3

2

� 2
5 � x �

2
5 oppure x < � 3

2 oppure x > 3
2
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D

1. I coe¢ cienti dell�equazione cartesiana generale della retta per i punti
P � (2;�3) e Q � (�1; 1) sono

a = yQ � yP = 4 b = � (xQ � xP ) = 3 c = xQyP � xP yQ = 1

pertanto l�equazione è
4x+ 3y + 1 = 0

I coe¢ cienti del parametro nelle equazioni parametriche della retta per P e Q
sono

l = (xQ � xP ) = �3 m = yQ � yP = 4
pertanto queste equazioni sono

x = xP + lt = 2� 3t y = yP +mt = �3 + 4t
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y

P

P'

Q

Q'

T

T'

V
V'

2. Al valore 0 del parametro t corrisponde il punto P ; al valore 1 del para-
metro t corrisponde un movimento dal punto P che raggiunge esattamente il
punto Q. Per raggiungere il punto P 0 simmetrico di P rispetto a Q occorre
allora un movimento doppio, quindi col valore 2 del parametro

xP 0 = 2� 3 � 2 = �4 yP 0 = �3 + 4 � 2 = 5
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Dunque P 0 = (�4; 5).
Per raggiungere il punto Q0 simmetrico di Q rispetto a P occorre invece

un movimento opposto a quello che conduce in Q, quindi col valore �1 del
parametro

xQ0 = 2� 3 � �1 = 5 yQ0 = �3 + 4 � �1 = �7

Dunque Q0 = (5;�7).
Osservazione. Se nelle equazioni parametriche si raccolgono diversamente

i termini, dando risalto alle coordinate dei punti assegnati inizialmente P e Q

x = xP + lt = xP + (xQ � xP ) t = (1� t)xP + txQ
x = yP +mt = yP + (yQ � yP ) t = (1� t) yP + tyQ

si vede che le coordinate del punto P 0 si ottengono combinando quelle di P e di
Q con �pesi��1 e 2, mentre quelle di Q0 si ottengono combinandole con �pesi�
2 e �1. Il �peso� di Q corrisponde all�ampiezza del movimento iniziato in P
per raggiungere il punto in esame, rapportata a quella del segmento PQ, e
munita di segno positivo o negativo secondo che il movimento sia orientato
in modo concorde o opposto a quello da P verso Q. Il �peso�di P non è poi
altro che il complemento a 1 di quello di Q.
3. Per raggiungere il punto T a distanza tripla di quella di Q da P , e dalla

parte di Q, occorre triplicare il movimento da P a Q, ossia dare al parametro
t il valore 3 (cosa che equivale a dare a Q e P i pesi 3 e �2)

xT = 2� 3 � 3 = �7 yT = �3 + 4 � 3 = 9

Dunque T = (�7; 9).
Per raggiungere il punto T 0 a distanza tripla di quella di Q da P , e dalla

parte di P , occorre triplicare il movimento da P a Q, muovendo in direzione
opposta, ossia dando al parametro t il valore �3 (cosa che equivale a dare a Q
e P i pesi �3 e 4)

xT 0 = 2� 3 � �3 = 11 yT 0 = �3 + 4 � �3 = �15

Dunque T 0 = (11;�15).
4. Per raggiungere il punto V a distanza pari ad un quinto di quella di Q da

P , e dalla parte di Q, occorre compiere un quinto del movimento da P a Q,

ossia dare al parametro t il valore
1

5
(dare a Q e P i pesi

1

5
e
4

5
)

xV = 2� 3 �
1

5
=
7

5
yV = �3 + 4 �

1

5
= �11

5

Dunque V =
�
7

5
;�11

5

�
.

Per raggiungere il punto V 0 a distanza pari ad un quinto di quella di Q da
P , e dalla parte di P , occorre compiere un quinto del movimento da P a Q,
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muovendo in direzione opposta, ossia dando al parametro t il valore �1
5
(dando

a Q e P i pesi �1
5
e
6

5
)

xV 0 = 2� 3 � �1
5
=
13

5
yV 0 = �3 + 4 � �1

5
= �19

5

Dunque V 0 =
�
13

5
;�19

5

�
.

5. L�equazione cartesiana di una qualunque retta parallela a r e distinta
da r può essere scritta semplicemente mantenendo invariati i coe¢ cienti delle
incognite nell�equazione di r e cambiando il termine noto

4x+ 3y + c = 0

Il valore assunto da c si ottiene dalla condizione di passaggio per il punto R

4 � 3 + 3 � 4 + c = 0

dunque c = �24, e l�equazione desiderata è

4x+ 3y � 24 = 0

Anche la coppia dei coe¢ cienti del parametro nelle due equazioni parame-
triche di questa retta può venire scelta identica a quella di r; le coordinate del
punto di passaggio che compaiono in tali equazioni sono quelle del punto R

x = xR + ls = 3� 3s y = yR +ms = 4 + 4s

6. L�equazione cartesiana di una qualunque retta perpendicolare a r può
essere scritta semplicemente scambiando tra loro i coe¢ cienti delle incognite
nell�equazione di r e invertendo uno dei loro segni

3x� 4y + c0 = 0

Il valore assunto da c0 si ottiene dalla condizione di passaggio per il punto R

3 � 3� 4 � 4 + c0 = 0

dunque c0 = 7 e l�equazione della perpendicolare a r per R è

3x� 4y + 7 = 0

Specularmente, la coppia (a; b) dei coe¢ cienti delle incognite nell�equazione
cartesiana di r fornisce una direzione perpendicolare ad r, e può venire scelta
come coppia dei coe¢ cienti del parametro nelle due equazioni parametriche di
una qualunque perpendicolare ad r:

x = xR + au = 3 + 4u y = yR + bu = 4 + 3u
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7. La �gura induce ad avanzare la congettura che la proiezione ortogonale
di R sulla retta r sia proprio Q. Controllo l�esattezza di questa congettura
determinando la proiezione come intersezione con r della retta per R ad essa
perpendicolare 8<: 4x+ 3y + 1 = 0

3x� 4y + 7 = 0
Il sistema può venire risolto per eliminazione dell�incognita y, moltiplicando
entrambi i membri della prima equazione per 4 e della seconda per 3 e poi
sommando membro a membro8<: 16x+ 12y + 4 = 0

9x� 12y + 21 = 08<: 25x+ 25 = 0

4y = 3x+ 7

da cui x = �1 e y = �1 come immaginato.
Per determinare le coordinate del punto S è utile osservare che nelle equazioni

parametriche della perpendicolare a r passante per R, che come ho appena

30



visto interseca r in Q, quest�ultimo punto viene ottenuto allorché il parametro
u assume il valore �1. Per ottenere S occorre allora partire da R (valore di
u pari a 0) compiendo un cammino doppio di (e orientato concordemente con)
quello che perviene a Q: il valore da dare al parametro u è �2

xS = 3 + 4 � �2 = �5 yS = 4 + 3 � �2 = �2

Alternativamente, con un percorso un po�più tortuoso che usa le rappre-
sentazioni cartesiane invece di quelle parametriche, potevo trovare S come in-
tersezione della retta per R e Q (cioè la perpendicolafre a r per R) con la
parallela a r alla stessa distanza da r di quella trovata al punto 5, ma dalla
parte opposta. Conservando i coe¢ cienti delle incognite, determino il termine
noto nell�equazione di quest�ultima retta osservando che quello di r è 1 mentre
quello della sua parallela per R è �24, con una di¤erenza di 25. La parallela
cercata, che chiamo s, ha allora termine noto 1 + 25 = 26

4x+ 3y + 26 = 0

Ti invito a veri�care - sempre con il metodo di eliminazione oltre che per ispe-
zione diretta - che il sistema che rappresenta la ricerca di S8<: 4x+ 3y + 26 = 0

3x� 4y + 7 = 0

ha e¤ettivamente la coppia (�5;�2) come (unica) soluzione.
8. Ho appena visto che il triangolo PQR è rettangolo in Q. Il (semi)prodotto

dei due cateti ne fornisce quindi l�area. Ottengo

PQ =

q
(xQ � xP )2 + (yQ � yP )2 =

p
�32 + 42 = 5

QR =

q
(xR � xQ)2 + (yR � yQ)2 =

p
42 + 32 = 5

area PQR =
25

2
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