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A

Primo svolgimento. Il punto d’incontro P tra i due treni divide questo
segmento in due parti che hanno fra loro un rapporto di proporzionalita pari a

quello delle velocita dei treni stessi, ossia 5 Poiché il treno pit veloce parte da

Sienze, il punto d’incontro.si trova (leggermente) piu vicino a Firena.
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Il modo piu diretto di ottenere questo rapporto consiste nel dividere il segmento

che unisce le due citta in 5 + 6 = 11 sottosegmenti di ugual lunghezza, e indi-

viduare il punto P come quello che lascia 5 di tali sottosegmenti dalla parte di

Firena e 6 da quella di Sienze. Come visto a lezione, le coordinate (zp,yp) di
5

P risultano cosi date combinando quelle delle due citta con pesi — e —

11 ° 11
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I chilometri che separano P da Sienze sono

che alla velocita costante di 60 km/h richiedono esattamente 5 ore. L’arrivo dei
due treni in P é dunque previsto tra 4 ore.

(Secondo svolgimento). Poiché posso considerare il tratto di ferrovia che
congiunge le due citta di Sienze e Firena come perfettamente rettilineo, lo de-
scrivo come I'ipotenusa di un triangolo rettangolo i cui cateti, paralleli agli assi,
hanno lunghezza km 170 — (—160) = 330 e km 250 — (—190) = 440 rispettiva-
mente.
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La distanza in chilometri tra Firena e Sienze ¢ pari a

V3302 + 4402 = 110v/9 + 16 = 550 km

e quella tra i due treni diminuisce alla velocita complessiva di km/h 60 + 50 =
110. Somno cosi necessarie 5 ore affinché essi giungano ad incontrarsi, esattamente
tra 4 ore da adesso. Il punto di incontro P & pertanto distante (60 km/h)-(5h) =
300km da Sienze e (50km/h) - (5h) = 250km da Firena Le sue coordinate



(z,y) devono allora soddisfare ’equazione della circonferenza di centro a Sienze
e raggio pari a 300 km., e quella della retta che passa per i punti rappresentativi
(zs,ys) = (170,—190) e (zp,yr) = (—160,250) delle due citta. La prima
equazione si scrive subito:

(z —170)* + (y + 190)* = 300

ossia
z2 + y? — 340z + 380y — 25000 = 0

mentre i coefficienti (a, b, ¢) della seconda si ottengono con le formule date nel
precorso:

a = (yr—ys)=440

b —(zp —x5) =330
c rrys — zsyr = 30400 — 42500 = —12100

e dunque, dopo aver semplificato di un fattore 110:

dr+3y—110=0

cioé esplicitando la dipendenza della variabile x dalla variabile y
Tty

Sostituisco quest’ultima equazione in quella della circonferenza

25 , 2375 134375
167 1Y 1

)

y? 4 380y — 21500 = 0

e ottengo due soluzioni dell’equazione di 2° grado ultima scritta (formula ri-
dotta)

y1 = —190+ /36100 + 21500 = 50
y2 = —190—+/36100 + 21500 = —430

le quali forniscono due punti, di coordinate (—10,50) e (350, —430) rispetti-
vamente. B chiaro che nel caso presente P ¢ il primo dei due (il secondo si
trova alla stessa distanza di 300 km da Sienze, ma dalla parte opposta rispetto
a Firena).



B

Con un passo di —1 non ¢ poi cosi difficile determinare con precisione il

termine generale della progressione aritmetica a = (an),,cy:

a; = aofl

as = a1—1:a0—2

a, = ao—l—Z(—l):ao—n
i=1

Cosi in questo semplice caso la differenza tre due termini della progressione
corrisponde (algebricamente) alla differenza dei loro indici cambiata di segno

a15.368 — @13.243 = Qo — 15.368 — (a() — 13243)
= —15.368 + 13.243
= —2.125

Il raddoppiamento del valore iniziale influisce su ciascun termine della progres-
sione, ma esattamente nello stesso modo. Pertanto, la differenza tra due ter-
mini della progressione resta inalterata. Prrecisamente, sia a’ = (ay,), oy la
progressione ottenuta dalla a semplicemente raddoppiando il termine iniziale
ma lasciando inalterato il passo

a, = 2ag
aLy, = ap—1
Allora si ha
a) = ay—1=2ay—1
ay = ay—1=2ay—2
a, = af)—i—Z(—l) =2a9—n
i=1
ahs 268 — Qh3 043 = 2ag — 15.368 — (2a0 — 13.243)
= —15.368 +13.243
—2.125

Anche per una progressione geometrica b = (bn)neN di ragione —1 non & poi



cosi difficile determinare con precisione il termine generale:

by dato
by = —1-byg=—by
by = —=1-by=by
b2n—1 = 760
bon = bo

La progressione b ¢ oscillante, pitl precisamente periodica di periodo 2: i termini
di indice pari sono uguali a quello iniziale, quelli di indice dispari al suo opposto.
Pertanto

bis.368 — big.2as = by — (—bo)
= 2bg

Anche in questo caso il raddoppiamento del valore iniziale a parita di ragione
altera tutti i termini della progressione nello stesso modo, cioé raddoppiandoli;
questa volta pero anche la differenza tra due termini risulta raddoppiata:

6 = 2b0
o= —1-by=—2bg
o= —1-b) =2b
l2n—1 = _2b0
b = 2bo
Viszes — Dizoaz = 2bo — (—2bo)
= 4by

C

Posso rispondere alla prima domanda in due modi. Il primo consiste nel
ricondurre la sommatoria data, che non inizia dal termine di indice zero e non
permette 1'utilizzazione diretta della formula presente sul libro e dimostrata a
lezione, alla differenza di due sommatorie che entrambe iniziano col termine di



indice zero:

120 120 40
Z ap = Z Qp — Z Qnp
n=41 n=0 n=0
120 40
= > (A+np) =) (A+np)
n=0 n=0

120 - 121 40 - 41
= (121-A+02p>—<41~A+ 02 p)

= 80-A+[20(363—41)]p
— 80A + 6.440p

—  —200+ 1.610

= 1.410

Il secondo consiste nell’osservare che un numero qualunque di termini consecu-
tivi di una progressione aritmetica puo sempre venire considerato come 1'ugual
numero di termini iniziali di una progressione aritmetica molto simile, precisa-
mente quella che ha lo stesso passo ma termine iniziale uguale al primo termine
. . . . PR )
del gruppo. In simboli, se definisco la progressione a’ = (ay,),, oy come segue:

a6 = Q41 = A + 41p
Upp1 = G +D
allora si ha

an, = ay,+np=A+4l+n)p

= Q414n
120 79 79
YSRTRD SRR o)
n=41 n=0 n=0
79
= Z A+ (41+n)p
n=0
79
= Z(A+41p)+np
n=0
79 - 80

= 80(A+41p)+Tp

= 80A+(80-41+79-40)p
80A +40 (82 + 79) p
—200 + 1.610

= 1.410

Anche alla seconda domanda posso rispondere negli stessi due modi, adattandoli



questa volta alla circostanza che il legame tra termini successivi di una progres-
sione & quello di un prodotto (per la ragione) anziché quello di una somma (con
il passo). Il primo:

12 12 3
Db = Y ba= D bn
n=4 n=0 n=0
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41_9

_ 5. 01=7)
l—¢q

1 9
oot
. ) 24 2
— 94.3.52.
3-5 L _1
2
512 — (—1)
— 3.52.__ 012
= 35 §
2
12825
- 256

= 50,09765625

Il secondo:

12

12
Z b, = B Z q"
n=4 n=4
8

n=0
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2
etc.
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Come suggerisce il libro di testo al termine dell’enunciato dell’esercizio 3.1.3
(pag. 37), conviene assumere come unitd di misura dei tempi il “tempo di
dimezzamento”; nel caso dell’isotopo *C' del carbonio, ’antecedente tabella del
libro (pag. 36) riporta per tale durata il valore di 5.730 anni. Inoltre, come
indicato alla fine dell’enunciato dell’esercizio 3.1.6, la concentrazione di *C di
un qualunque reperto archeologico ¢ da intendersi come rapportata a quella di
un analogo organismo vivente. Con questa scelta dell’unita di misura dei tempi
e del significato (relativo) della variabile “concentrazione di **C ”, I’evoluzione
temporale di quest’ultima ¢ descritta dalla progressione geometrica (c;,) di

(=)
Cp = Cp 5

dove ¢y = 100% ¢é la concentrazione (relativa) nell’intervallo di tempo (di durata
pari all’unita di misura) in cui 'organismo era presumibilmente vivo. Invertendo
la formula definitoria della progressione ricavo il valore incognito ng dell’eta pre-
sumibile del reperto, che sono interessato a determinare, in funzione della con-
centrazione odierna osservata (intervallo di tempo 7, valore della concentrazione
cm = 3,13%)

neN

T
ragione —
glone 5

1 m

2n Co
_ 100% 100
N = =
3,13% 3,13

10000
log, ——— =1 1,949 ~
085y 313 08,531,949 >~ 5

3
|

Concludo che il reperto archeologico appartiene ad un essere vivente circa

5 x 5730 = 31.650 anni fa

E

Anziché cercare di arrivare subito a formulare una rigorosa ma astratta de-
scrizione analitica della dinamica evolutiva della coltura batterica, posso vedere
se questa mi viene suggerita in modo intuitivo “dalla pratica”, cioé sforzan-
domi di delineare prima di tutto una simulazione della sua “storia possibile”.
Mi rendo subito conto che devo fissare, in modo in qualche misura arbitrario,
alcuni dettagli. Per cominciare, devo fare una qualche supposizione sull’orario
concreto di presenza in laboratorio del tirocinante birichino; e supporro ch’egli
entri in laboratorio alle 6 del mattino, uscendone alle 24 della notte (natural-
mente, non senza prendersi delle consistenti pause pranzo, cena, caffé di mezzo
turno, e quant’altro). Supporrd inoltre che egli conduca il suo primo lavoro di
sabotaggio subito appena entrato, quando ¢ solo nel laboratorio, e poi alle 12 e



alle 18, approfittando delle pause pranzo e cena dei colleghi (siamo in un paese
nordico); e che la sua azione distruttiva si realizzi in un tempo assai breve, pres-
soché trascurabile in confronto all’'unitd di misura che scelgo per il tempo, pari
al tempo di triplicazione spontanea della coltura (90 minuti). Vi sono dunque
16 periodi in un giorno, cosi ad esempio le 6 del mattino del primo giorno cor-
rispondono a t = 4, quelle del giorno dopo a t = 20, etc. Con questa scelta
i sabotaggi secondo e terzo avvengono ciascuno 4 periodi dopo il precedente,
mentre il primo del giorno successivo avviene 8 periodi dopo quello della sera
precedente.

Se chiamo b; il livello di coltura batterica nel periodo t, la storia della popo-
lazione di batteri viene rappresentata dalla successione (b;),cy, € posso iniziare
a descriverla dall’istante immediatamente successivo al primo sabotaggio mat-
tiniero del primo giorno di esame (¢ = 4), nel quale immagino che essa si trovi
ad un livello dato che chiamo b. Da questo momento la coltura si triplica per
4 periodi, ma proprio all’inizio del quarto periodo ha luogo il secondo sabotag-
gio, al termine del quale la triplicazione avviene sempre ogni periodo (per 4
volte) su una popolazione dimezzata, fino al terzo sabotaggio, con prosecuzione
delle periodiche triplicazioni su una popolazione ulteriormente dimezzata, che
poi continua a raddoppiarsi in ogni periodo nel corso della notte, nel corso della
quale non vi ¢ alcun sabotaggio

_ _ _ 1, - 8l-
by = b b5=3b bg=9 by =27 b8:§(81b):?b
35— 30 37 1 /3% 38
bg — ?b bl() — 5() b11 — ?b b12 — 5 <2b> — ﬁb
397 3107 3117 12
b13 - ?b b14 = ?b b15 = ?b b16 = ?b
3137 3147 3157 1 3167 3167
b17 — 272b b]g — 272b b]g — 272() b20 — 5 (22b> — 27517

Il calcolo sta iniziando a rivelarsi alquanto tedioso, e continuare di questo
passo fino al periodo ¢ = 52 (fine del periodo di 3 giorni, alle ore 6 del 4°) sarebbe
una noia insostenibile; esso ha perd messo bene in luce che al termine di un giorno
intero iniziato e finito alle 6 di mattina (nel quale i batteri si sono triplicati in
ciascuno dei 16 periodi, ma hanno subito al contempo un dimezzamento per
3 volte, nei periodi 8, 12, 20 corrispondenti alle ore 12, 18 e 6) il livello di
popolazione batterica si & incrementato di un fattore 3'6 e si ¢ ridotto di un
fattore 23. Non c’¢ motivo di ritenere che nei giorni successivi le cose vadano
diversamente, per cui posso concludere in modo sintetico identificando i livelli
corrispondenti a ciascun inizio di giornata (ore 6: ¢ = 4 + 16s, con s € N)

b4 = b4+16.0 = E
316
b4+16-(s+1) = 273 ) b4+16»s

Se mi limito a descrivere i livelli di coltura batterica alle ore 6 di ogni giorno,
ottengo una successione (b)), .y di termini “estratti” dalla successione (by),cy,



definita come segue:
b, = bayies
Il vantaggio di restringersi alla successione (), .y consiste nel fatto che essa

& completamente descritta dalle due equazioni precedenti, riformulabili ora piu
agevolmente

o
by = b
16

/ _ 3 b/

s+1 - 23 S
Cio rivela che, a differenza della (b;), .y, la successione (b},), .y ¢ una progressione

16

geometrica, di ragione —=- e valore iniziale b; pertanto il suo termine generale ¢

direttamente esprimibile in forma chiusa

in particolare, la risposta alla domanda relativa al livello di coltura dopo 3 giorni
&
_ /316 3 a8
/
bsy =by =b- (23> 5.2
nel caso ci si accontenti di intendere l’espressione “dopo 3 giorni” nel senso della

mattina alle 6; ma non ¢ difficile ottenere il livello della mezzanotte precedente,
tenendo presente che tra le 24 e le 6 hanno luogo 4 triplicazioni e 1 sabotaggio

344

28

—_
—_

T bs2=0-
2

F

Prima soluzione (interpreto la domanda ammettendo solo sequenze con
lettere tutte distinte).

Le sequenze arbitrarie di 6 lettere distinte che si possono formare utilizzando
le 6 lettere a disposizione (quindi usandole tutte) sono 6! = 720 (vedi libro di
testo e lezione del 30.X).

Posso poi contare in molti modi le sequenze arbitrarie di 5 lettere distinte
che si possono formare utilizzando le 6 lettere a disposizione. Uno di questi
modi consiste nell'immaginare di scegliere una delle 6 lettere per metterla da
parte (cosa che si puo fare in tanti modi quante sono le lettere, cio¢ 6) per poi
costruire tutte le sequenze arbitrarie di 5 lettere distinte che si possono formare
utilizzando le 5 lettere rimaste (queste sequenze sono in tutto 5! = 120); in
totale, ancora 6 - 5! = 6! = 720. Un altro modo, forse ancora pid semplice
da realizzare ma meno da concepire, consiste nel riprendere tutte quante le
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720 sequenze di 6 lettere distinte ottenute prima e cancellare da ciascuna la
prima lettera (o magari invece la seconda da tutte, o la quarta da tutte, etc.);
& necessario perd convincersi che cosi facendo tutte le sequenze possibili di 5
lettere vengono costruite, e ciascuna di esse una sola volta: infatti, se indico
le lettere con i simboli Iy, o, I3, l4, l5, lg, data una sequenza qualunque di
5 lettere, ad esempio l3lgl5l1l2, essa certamente proviene per soppressione della
prima lettera dalla sequenza l4l3lgl5l11l2, € non puod provenire da nessun’altra. Un
terzo modo, il piu diretto, e che & un perfezionamento del ragionamento appena
fatto, consiste nel rendersi conto che nel formare una qualunque sequenza di 6
lettere quando se ne sono scelte 5 non ¢’¢ differenza (in termini di numero delle
possibilitd distinte) tra il fermarsi, e restare con la sequenza di 5 gia scelta, o il
proseguire, aggiungendo 'ultima lettera rimasta per completare la sequenza di
6; dunque le sequenze di 5 lettere (scelte tra 6) devon essere tante quante quelle
di 6.

Restano da contare le sequenze di 4 lettere scelte da Iy, I, I3, l4, I5, ls-
Posso ragionare anche qui nei tre modi appena visti per contarle. Col secondo
procedimento, posso immaginare di sopprimere le prime 2 lettere da ciascuna
delle 720 sequenze di 6 lettere. Questa volta perd, se resto ad esempio con
la sequenza lyl4lgls, so che essa pud provenire per soppressione delle prime 2
lettere tanto dalla sequenza lsl3lyl4lgls quanto dalla sequenza l3lalilslgls (e da
nessun’altra). Ne segue allora che le possibili sequenze di 4 lettere scelte dalle 6
date non sono 720 ma la meta, cioé 360. Ragionando nel primo modo, invece,
devo immaginare di mettere da parte in tutti i modi possibili 2 delle 6 lettere,
e riordinare le 4 rimanenti in tutti i modi possibili, che sono come so 4! = 24.
Quanti sono allora i gruppi di 2 lettere {l;,1;} che posso mettere da parte? E piu
facile contare le coppie ordinate di 2 lettere (I;l;), che si ottengono scegliendo
la prima lettera (;, in 6 modi possibili) e poi la seconda (I;, in 5 modi possibili,
dato che deve essere diversa da l;), totale 30. Siccome usando le 2 lettere
dello stesso gruppo {l;,1;} si possono formare due coppie ordinate, che sono
(lilj) e (I;1;), queste ultime sono esattamente il doppio delle prime. Pertanto i
gruppi di 2 lettere da togliere sono 15, e le sequenze di 4 lettere sono in tutto
15-120 = 360 come avevo ottenuto con l’altro procedimento. Con il terzo modo
di contare, mi chiedo che differenza c’¢ tra fermarsi dopo aver scelto 4 lettere,
oppure continuare per sceglierne una quinta: la risposta ¢ semplice, se decido
di continuare posso farlo in 2 modi, quindi le sequenze di 4 lettere (scelte tra 6)
sono in tutto la meta di quelle di 5.

In definitiva, con il tuo modo di giocare al giochino che hai scaricato, I'altra
applicazione da te utilizzata deve generare ben 720+ 720+ 360 = 1800 sequenze,
cominciando da quelle di 6 lettere e passando poi a quelle di 5 e a quelle di 4,
prima che tu ti accorga che il giochino & una presa in giro perché nessuna parola
di almeno 4 lettere distinte dotata di senso italiano si puo formare con le 6 lettere
disponibili. Dato che tu impieghi 10 secondi in media per ciascuna sequenza (7
per farla generare e 3 per controllarla), e supponendo che tu lavori senza sosta al
fine di pervenire per prima/o alla soluzione del giochino e vincere cosi un ricco
premio (il classico “pacco”), ti ci vogliono 18.000 secondi cioé 5 ore.

Seconda soluzione (interpreto la domanda ammettendo anche sequenze in
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cui qualche lettera compare piu di una volta).

Le sequenze arbitrarie di 6 lettere qualunque scelte tra le 6 disponibili si
ottengono scegliendo per 6 volte una tra le 6 alternative possibili; in totale, esse
sono allora 6° = 46.656. Le sequenze di 5 lettere sono 6° = 7.776, e quelle di 4
lettere 64 = 1.296. In totale avresti bisogno di 557.280 secondi cio& 6 giorni, 10
ore, e 48 minuti (senza interruzione).

Vedi cosi che sebbene questa seconda interpretazione sia piti ragionevole della
precedente, dato che l'italiano come verosimilmente ogni lingua ammette anche
parole con lettere ripetute, le sue conseguenze sono estreme e persino paradossali
nel contesto della situazione evocata dal testo dell’esercizio.
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G

Ecco la tabella, in cui ho preferito iniziare anche dalla riga 0, e far variare k
da 0 fino a n + 1 e non solo fino ad n:

k| 0
n+1 |
P
2 i 1
5|
4 I 1
s
s |
-
s 1
o |

1

—_

8

9

2

10

15

21

28

36

3

20

35

56

15

35

70

1
6 1
21 7 1

56 28 8 1

84 126 126 84 36 9 1

Tra le regolarita che puoi riscontrare nella tabella costruita vale la pena.notare:
la prima colonna che contiene in ciascuna posizione il numero 1; la diagonale
“esterna” anch’essa contenente tutti numeri 1; la seconda colonna che contiene
tutti numeri identici a quelli che intestano la riga in cui si trovano; la diagonale
parallela immediatamente adiacente a quella esterna con la stessa proprietd;
I’andamento prima crescente e poi decrescente di ciascuna riga, che presenta
una completa simmetria (i numeri alla stessa distanza dalla colonna centrale di
ogni riga sono uguali; per questo quando il centro della riga & uno spazio invece
di una colonna di numeri - cioé quando n + 1 & dispari - si vedono due numeri

uguali uno accanto all’altro).

Il calcolo “frazionario” (si tratta in realtd di frazioni apparenti) richiesto &

il seguente:

n!

_|_

El(n —k)! (k—l)!(n'—k—i-l)!
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nl-(in—k+1)+nl-k

El(n—k+1)!
nl-(n—k+1+k)

El(n—k+1)!
nl-(n+1)
kl'(n—k+1)!

(n+1)!
K(n+1) — Kl



Il risultato raggiunto & un’uguaglianza nella quale a primo membro com-
paiono due termini adiacenti (colonne k-esima e (k — 1)-esima) appartenenti
alla stessa riga (con la nostra notazione, la riga (n — 1)-esima, dove si lavora col
numero n) che vengono sommati; a secondo membro compare un solo termine,
appartenente alla riga successiva (la n-esima, dove il numero in testa alla riga
é¢ n+ 1) e alla stessa colonna del primo dei precedenti. L’uguaglianza mostra
allora che ciascuna riga della tabella puo essere costruita - iterativamente - a
partire dalla riga precedente, seguendo la semplice regola:

“In ciascun campo della tabella, scrivi la somma tra il campo che gli
sta sopra e quello cha sta immediatamente a sinistra di quest’ultimo”
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