
Università di Siena - Anno accademico 2013-14
Corso di laurea in farmacia - Corso di matematica (prof. a.battinelli)
Gruppo di esercizi n.2 - (consegna il 23.10.2013) svolgimento

A Calcolo il volume, dopo aver ridotto - s�intende - le tre dimensioni alla
stessa unità di misura:

V = (70 � 140 � 150) cm3 = 1:470:000 cm3 = 1:470 dm3

La capacità del cassone e dunque di 1:470 l (litri). Il tempo necessario a svuotarlo

è, in ore, 1470 : 16 = 735 : 8. Questa divisione per 8 fornisce un quoziente di 91
con resto di 7. Si tratta cioè di un resto di 7=8 di ora. In minuti, 1=8 � 60min =
7 12 min; e quindi 7=8 � 60min = 52 12 min = 52min 30 s. Pertanto la vasca si
svuota in esattamente

91 h 52min 30 s

B Lo spigolo del cubo (che chiamo C) misura
p
196�m = 14 � 103 nm, e il

suo volume è allora
VC = (14)

3 � 109 nm

Il volume di una cellula (che chiamo c) è invece

vc = 7
3 � 106 nm

Stipando le cellule tutte in modo così perfetto da non lasciar vuoto �neanche
un atomo di spazio�, il numero di cellule che posso inserire nel cubo è pari a

VC
vc
= 23 � 103 = 8:000

C Procedo con passaggi lenti e prudenti, riducendo la frazione ai minimi
termini prima di e¤ettuare la divisione:

a� b = 0; 011 = 11 � 10�3 r2 = 2; 56 = 28 � 10�2

m� n = 7; 04 = 26 � 11 � 10�2 2; 75 = 52 � 11 � 10�2

W =
28 � 52 � 112 � 10�7
26 � 11 � 10�2 = (2 � 5)2 � 11 � 10�5

= 1; 1 � 10�2 ( = 0; 011)
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D Innanzitutto, rappresento in modo più conveniente il numero di molecole
contenute in un picogrammo

900:000 miliardi = 9 � 1014

Poi dalla relazione
N

Pm
molecole in 1 g

ottengo
N � 10�12
Pm

molecole in 1 pg

e quindi

N � 10�12
Pm (KK)

= 9 � 1014

Pm (KK) =
6; 022 � 1023 � 10�12

9 � 1014

= 6; 691 � 10�4

E In un anno bisestile vi sono 366 giorni e quindi 366� 24 = 8784 ore, nelle
quali la lumaca ha percorso 7 � 104 + 27 � 101 + 20 � 10�1 = 70:272 decimetri. La
sua velocità e stata dunque

70:272

8784
= 8dm=h

F Alla velocità di 300:000 km= s, la distanza di 1191 milioni di km viene
percorsa dalla luce del sole in

1191 � 106 km
3 � 105 km= s = 3970 s

= 1h + 370 s

= 1h 6min 10 s

G Seguendo il punto di vista che ho voluto chiamare tolemaico-aristotelico-
dantesco, la luna gira intorno alla terra (che è immobile al centro dell�universo)
secondo un�orbita perfettamente circolare. Poiché il raggio di questo circolo
orbitale misura 384:400 km, la lunghezza dell�orbita è pari a

2� � 384:400 = 2; 4153 � 106 km
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Come periodo di rivoluzione della luna intorno alla terra (il cosiddetto mese
lunare) assumo 29 giorni esatti, ossia 696 ore. La velocità di rivoluzione della
luna intorno alla terra è allora

2; 4153 � 106 km
696 h

= 3470; 3 km=h

H Vi sono 2� radianti, e 360 �, in un angolo giro. La misura in radianti di
un angolo di 1 � è così

2�

360
= 1; 7453 � 10�2

I Nelle ipotesi fatte, h00 e k0 sono a maggior ragione strettamente positivo il
primo e strettamente negativo il secondo. Comunque, non c�è ragione per cui la
formula che fornisce l�approssimazione della somma di due addendi conosciuti
in modo approssimato debba dipendere dal loro segno, e pertanto

h0 + k0 � a+ b � h00 + k00

Per la di¤erenza, è su¢ ciente moltiplicare per�1 entrambi i membri della coppia
di disuguaglianze che de�niscono l�intervallo di approssimazione di b (cosa che
comporta l�inversione delle disuguaglianze stesse)

�k00 � �b � �k0

ed applicare la formula precedente

h0 � k00 � a� b � h00 � k0

In relazione al prodotto ed al quoziente, utilmente riscrivo la condizione ottenuta
prima sull�opposto di b introducendo il valore assoluto dei tre termini che vi
compaiono (tenendo conto ch�essi sono tutti negativi)

jk00j � jbj � jk0j

Posso così replicare le formule ottenute a lezione (e presenti nel libro di testo)
nel caso di fattori entrambi strettamente positivi

h0 jk00j � a jbj � h00 jk0j

h0

jk0j �
a

jbj �
h00

jk00j

lasciar cadere in queste ultime i valori assoluti

�h0k00 � �ab � �h00k0

�h
0

k0
� �a

b
� �h

00

k00

3



e in�ne moltiplicare per �1 entrambi i lati delle quattro disuguaglianze ottenute
(invertendone ancora il senso)

h00k0 � ab � h0k00

h00

k00
� a

b
� h0

k0

Se applico queste ultime formule ai particolari valori numerici proposti, rin-
viando deliberatamente (e per�no grossolanamente) la questione della signi�ca-
tività delle cifre (esercizio L), ottengo gli intervalli di incertezza cui sono soggetti
i due valori numerici a e b

�2; 50 � a+ b � �1; 05

7; 25 � a� b � 8; 70

�18; 50 � ab � �11; 88

�0; 78 � a

b
� �0; 50

e per conseguenza gli errori assoluti

�(a+ b) = 0; 725 � (a� b) = 0; 725

� (ab) = 3; 31 �
�a
b

�
= 0; 14

relativi alle stime centrali

a+ b = �1; 775 a� b = 7; 975

ab = �15; 19 a=b = �0; 64

In conclusione, gli errori relativi risultano essere i seguenti:

�(a+ b)��a+ b�� =
0; 725

1; 775
= 41%

�(a� b)
a� b

= 9%

�(ab)��ab�� =
3; 31

15; 19
= 21; 8%

�
�a
b

�
���a=b��� =

0; 14

0; 64
= 21; 9%

Posso anche osservare a quali risultati per il prodotto e il quoziente sarei per-
venuto applicando direttamente le formule di pagina 7 del libro di testo. A tal
�ne devo prima calcolare gli errori relativi delle grandezze a e b

a =
h0 + h00

2
= 3; 1 �a =

h00 � h0
2

= 0; 6
�a

a
= 19; 3%

b =
k0 + k00

2
= �4; 875 �b =

k00 � k0
2

= 0; 125
�b��b�� = 2; 5%
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e da questi ultimi posso poi ottenere

�a

a
+
�b��b�� = 21; 8%

La leggera di¤erenza (0; 1%) di una delle quattro cifre dalle altre 3 va attribuita
agli arrotondamenti, a una maggior precisione dei calcoli e¤ettuati col primo
metodo, che è diretto, mentre il secondo, come osservato a lezione, trascura
alcuni termini che sono molto piccoli solo quando non sono grandi gli errori
relativi di partenza (e non è questo il caso della grandezza a).

J Rendo esplicita la dipendenza da a, b, d della grandezza c

1� 1
c

=
(1� a)

�
1� 1

b

�
1� d

1

c
=

(1� a)
�
1� 1

b

�
d� 1 + 1

e procedo approssimando uno dopo l�altro i termini del secondo membro

1

3
< 1� a < 1

2

3

4
<
1

b
<
4

5

1

5
< 1� 1

b
<
1

4
� 9

10
< d� 1 < �4
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Posso ora utilizzare i risultati dell�esercizio I

1

15
< (1� a)

�
1� 1

b

�
<
1

8
� 5

32
<

(1� a)
�
1� 1

b

�
d� 1 < � 2

27

27

32
<
1

c
<
25

27

27

25
< c <

32

27

K Ricostruisco gli errori assoluti (in decimetri) e gli intervalli di incertezza
delle tre dimensioni del cassone, che chiamo h (altezza), l (larghezza), e p (pro-
fondità ' lunghezza)

�h =
10

100
� 7 = 0; 7 �l =

7

100
� 14 = 0; 98 �p =

9

100
� 15 = 1; 35

6; 3 � h � 7; 7 13; 02 � l � 14; 98 13; 65 � p � 16; 35

Anche qui ho trascurato deliberatamente la questione della signi�catività delle
cifre ottenute e¤ettuando le divisioni con ostinata precisione, in quanto essa è
l�oggetto del prossimo esercizio. Ottengo così direttamente l�intervallo di in-
certezza e gli errori assoluto e relativo del volume

6; 3 � 13; 02 � 13; 65 = 1:119; 7 7:7 � 14:98 � 16:35 = 1:885; 9
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1:119; 7 dm3 � V � 1:885; 9 dm3

V = 1:502; 8 dm3 �V = 383; 1 dm3

�V

V
= 25; 5%

Anche qui come nell�esercizio I è possibile seguire la logica implicita nella for-
mula di pagina 7 del libro di testo. Trattandosi però del prodotto di 3 fattori,
risulta necessario ripercorrere con opportuna modi�ca il ragionamento fatto a
lezione per motivare quella formula (per semplicità suppongo che gli intervalli
di incertezza di tutte le variabili contengano numeri solo positivi):�
h��h

� �
l ��l

�
(p��p) = hlp� hl�p� lp�h� ph�l +

+h�l�p+ l�p�h+ p�h�l ��h�l�p

�
h+�h

� �
l +�l

�
(p+�p) = hlp+ hl�p+ lp�h+ ph�l +

+h�l�p+ l�p�h+ p�h�l +�h�l�p

(hlp) = hlp+ h�l�p+ l�p�h+ p�h�l

�(hlp) = hl�p+ lp�h+ ph�l +�h�l�p

�(hlp)

(hlp)
=

hl�p+ lp�h+ ph�l +�h�l�p

hlp+ h�l�p+ l�p�h+ p�h�l

=
hl�p+ lp�h+ ph�l

hlp

�
1 +

�l

l

�p

p
+
�p

p

�h

h
+
�h

h

�l

l

� + �h
h

�l

l

�p

p

' hl�p+ lp�h+ ph�l

hlp
=
�p

p
+
�h

h
+
�l

l

dove ho deciso di trascurare tutti i termini composti dal prodotto di due o tre
errori relativi, ritenendoli molto inferiori a quelli contenenti un errore relativo
solo. Si può intuire dal procedimento appena seguito che anche nel caso di un
prodotto di numerose grandezze incerte, l�errore relativo risultante può venire
approssimato dalla somma dei loro errori relativi. Nel caso del nostro cassone,
questo metodo avrebbe fornito una valutazione dell�errore relativo pari al 26%,
che di¤erisce davvero di poco dalla valutazione ottenuta prima.
L Esercizio A. Il modo in cui ho riscritto in centimetri due delle tre misure

non è realmente giusti�cato, perché ho aggiunto delle cifre 0 non signi�cative.
Avrei dovuto procedere lavorando nell�unità di misura per la quale dispongo di
cifre signi�cative in tutte e tre le misure

V = (7; 0 � 14 � 15) dm3 = 1:470; 0 dm3
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Nonostante il rischio corso, il valore fornito alla �ne dello svolgimento (1:470; 0 dm3)
sembra ora �quasi�corretto. Scorretta è stata certamente la rappresentazione di
quel valore nella forma 1:470:000 cm3 perché le ultime 2 cifre 0 sono da consider-
arsi letteralmente �inventate�. Sembra così di poter a¤ermare che la prima cifra
su cui vi è incertezza non sia quella dei dm3, come la rappresentazione 1:470 dm3

suggerisce, ma quella delle centinaia di cm3, come espresso dal risultato appena
raggiunto. Tuttavia, le cose stanno abbastanza diversamente. Se l�ultima cifra
di ciascuna misura deve essere considerata incerta, il �vero� risultato avrebbe
anche potuto essere, tanto per fare un esempio in difetto,

V � = (6; 9 � 13 � 14) dm3 = 1:255; 8 dm3

oppure, per fare invece un esempio in eccesso,

V + = (7; 1 � 15 � 16) dm3 = 1:704; 0 dm3

Vedo così che la prima cifra realmente incerta è quella delle centinaia di dm3,
cioè il 4; essa deve pertanto essere arrotondata, e poichè a seguirla è la cifra
7, l�arrotondamento è a 5. Il modo corretto di rappresentare i nostri calcoli è
dunque 1; 5m3. Proseguendo con questa consapevolezza a valutare il tempo di
svuotamento della vasca, mi rendo conto che esso avrebbe potuto essere anche
1600 : 16 = 100 h, oppure 1400 : 16 = 175 : 2 = 87 h30min. Persino la cifra
delle decine di ore, cioè la prima del risultato 91 h 52min 30 s raggiunto, deve
venire arrotondata, in questo caso confermandola (è seguita da una cifra 1). La
valutazione corretta del tempo di svuotamento è dunque �9 decine di ore, decina
più, decina meno�.
Esercizio B. La misura data della super�cie della faccia è 196�m. Con-

siderando incerta la cifra 6, ma non le precedenti, e ipotizzando un intervallo
di incertezza centrato intorno a tale cifra, valuto nel calcolo dello spigolo dap
193 = 13; 892 a

p
199 = 14; 107. In entrambi questi due casi (estremi) il cor-

retto arrotondamento fornisce 14�m. per lo spigolo. Nella determinazione del
volume del cubo grande VC , valuto da (13; 89)

3
= 2679; 8 a (14; 11)3 = 2809; 2,

concludendo per VC = 2; 7 � 1012 nm. Allo stesso modo, considerando incerto
la seconda cifra 0 nella misura di 700 nm del lato del cubo piccolo, ma non la
prima, valuto da 6963 = 3; 3715� 108 a 7043 = 3; 4891� 108, concludendo per
vc = 3; 4 � 108. La divisione dei due volumi fornisce adesso un risultato com-

preso tra
2; 68 � 1012
3; 50 � 108 = 7; 66 �10

3 e
2; 81 � 1012
3; 37 � 108 = 8; 39 �10

3, con una stima �nale

del numero di cellule pari a 8 � 103 (una sola cifra signi�cativa).
Esercizio C.

(1; 3)
2 � 2; 71 � 0; 009
7; 90� 0; 53 = 0; 006 �W � (1; 9)

2 � 2; 79 � 0; 012
7; 30� 0; 59 = 0; 018

W = 0; 012� 0; 006
W = 0; 01
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M Ogni intervallo incluso tra le tacche grandi corrisponde alla variazione
di 1 kg; le tre tacche piccole in esso presenti lo dividono in 4 sottointervalli di
identica ampiezza, ciascuno dei quali corrisponde allora alla variazione di 250 g.
Normalmente osservi l�ago della bilancia posarsi all�interno di uno di questi in-
tervalli, il quale costituisce il tuo intervallo di incertezza. Così se tu vedi l�ago
anche di poco oltre la prima tacca piccola successiva a quella grande marcata
51 kg, puoi concludere che il tuo peso è compreso tra 51; 250 kg e 51; 500 kg,
mentre se tu lo vedi anche di poco prima di quella tacca piccola, puoi con-
cludere che il tuo peso è compreso tra 51; 000 kg e 51; 250 kg. Il centro del tuo
intervallo di incertezza è nel primo caso 51; 375 kg e nel secondo 51; 125 kg, con
un errore assoluto pari a 125 g. La tua descrizione del risultato della pesata è
(51; 375� 0; 125) kg nel primo caso (51; 125� 0; 125) kg nel secondo. Se insisti
invece a dire che l�ago ti sembra puntare esattamente sulla prima tacca, io debbo
obiettare che non posso che ritenere la tua certezza illusoria, e sono indotto ad
interpretare la tua posizione soltanto nel senso che tu non sei in grado nem-
meno di vedere se la tua misura è compresa tra 51; 250 kg e 51; 500 kg.oppure
tra 51; 000 kg e 51; 250 kg.. Naturalmente, non ti faccio una colpa dell�incertezza
dei tuoi strumenti di misura, caso mai della tua... sicumera! In questo caso per-
ciò la tua situazione peggiora, nel senso che sappiamo soltanto che il tuo peso
è compreso tra 51; 000 kg e 51; 500 kg., risultato che rappresentiamo nella forma
(51; 250� 0; 250) kg., con un errore assoluto raddoppiato rispetto a prima.
Se invece vogliamo usare la convenzione della rappresentazione in cifre signi-

�cative, cosa ragionevole visto che la bilancia non ci permette di misurare con
esattezza non dico i grammi ma nemmeno gli etti, cioè la prima cifra decimale
quando ci esprimiamo in chilogrammi, dobbiamo arrotondare proprio la cifra
che rappresenta gli ettogrammi, che è la prima cifra realmente incerta; questo
ci conduce a descrivere la pesata con 51; 4 kg. e 51; 1 kg. nei primi due casi e
51; 3 kg. nel terzo1 .
Penso sia chiaro che per poter concludere di essere ingrassata almeno un po�

dovrai alla pesata della settimana successiva aver riscontrato l�avanzamento di
almeno un intervallo, corrispondente alle due descrizioni di (51; 625� 0; 125) kg
(in forma di intervallo di incertezza) o 51; 6 kg. (in forma di cifre signi�ca-
tive) nel primo caso, di (51; 375� 0; 125) kg o 51; 4 kg. nel secondo caso, e di
(51; 750� 0; 250) kg o 51; 8 kg. nel terzo.
N Siano x e y le quantità delle due soluzioni impiegate, espresse in litri.

Deve risultare pertanto
x+ y = 1

1Osserva la peculiarità - non molto convincente in questo caso a dire il vero - del metodo di
arrotondamento (che qui opera sui centri degli intervalli di incertezza), sulla base del quale il
risultato di una pesata che può avere (nel secondo caso) come cifra degli ettogrammi lo 0, l�1,
o il 2 viene rappresentato con la cifra 1, mentre quando esso può avere (nel primo caso) come
cifra degli ettogrammi il 2, il 3, oppure il 4 viene rappresentato con la cifra 4. La di¢ coltà
pare ineludibile, perché anche seguendo il metodo della cifra intermedia si assegnerebbero ai
quattro intervalli le cifre 1, 3, 6, e 9, con due salti di due unità (tra 1 e 3 e tra 9 e l�1 successivo)
e due salti di tre unità (tra 3 e 6 e tra 6 e 9).
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La prima soluzione miscelata in quantità x fornisce allora 15x cl centilitri di
soluto e 85x cl di solvente, mentre la seconda miscelata in quantità y ne fornisce
rispettivamente 65y cl e 35y cl. Nella miscela desiderata devono invece risultare
39 cl di soluto e 61 cl di solvente. Si deve pertanto avere

15x+ 65y = 39

85x+ 35y = 61

Come si vede sommando membro a membro le ultime due equazioni, le tre
equazioni scritte non sono indipendenti, e una può essere lasciata cadere (verrà
certamente soddisfatta una volta che lo siano state le altre due). Conviene allora
mantenere la prima, che si adatta assai facilmente ad esser sostituita in una delle
altre

15x+ 65 (1� x) = 39

da cui
x =

26

50
=
52

100
y =

48

100

In conclusione, la concentrazione del 39% in 1 l si ottiene miscelando 52 cl della
prima soluzione con 48 cl della seconda

O Se chiamo p il prezzo netto in euro e i l�ammontare dell�I.V.A. sempre in
euro, deve valere

p+ i = 150 i =
22

100
p

da cui

p

�
1 +

22

100

�
= 150 p =

100

122
� 150 = 122; 95

P Puoi vedere l�istogramma e l�areogramma nel foglio a parte. Ecco in
tabella l�ammontare in kmq della super�cie di ciascuna regione, e la relativa
percentuale. Nell�ultima colonna, l�ampiezza in radianti dell�angolo che rappre-
senta ciascuna regione in un aerogramma, ottenuto moltiplicando la percentuale
per la misura in radianti dell�angolo giro.
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Abruzzo 10831; 84 3; 59% 0; 23
Basilicata 10073; 32 3; 33% 0; 21
Calabria 15221; 90 5; 04% 0; 32
Campania 13670; 95 4; 53% 0; 28

Emilia Romagna 22452; 78 7; 43% 0; 47
Friuli - Venezia Giulia 7862; 30 2; 60% 0; 16

Lazio 17232; 29 5; 70% 0; 36
Liguria 5416; 21 1; 79% 0; 11

Lombardia 23863; 65 7; 90% 0; 50
Marche 9401; 38 3; 11% 0; 20
Molise 4460; 65 1; 48% 0; 09

Piemonte 25387; 07 8; 40% 0; 53
Puglia 19540; 90 6; 47% 0; 41

Sardegna 24100; 02 7; 98% 0; 50
Sicilia 25832; 39 8; 55% 0; 54

Toscana 22987; 04 7; 61% 0; 48
Trentino - Alto Adige 13605; 50 4; 50% 0; 28

Umbria 8464; 33 2; 80% 0; 18
Valle d�Aosta 3260; 90 1; 08% 0; 07

Veneto 18407; 42 6; 09% 0; 38

TOTALI 302072; 84 100% 2�

Attribuendo a ciascuna regione l�indice numerico che ne rappresenta la posizione
nella lista ordinata alfabeticamente, e arrotondando la misura della sua super�-
cie alle migliaia di km2, la Calabria è rappresentata dal punto C di coordinate
(3; 15), e il Piemonte dal punto P di coordinate (12; 25). Posso allora scegliere
i coe¢ cienti dell�equazione della retta per C e per P in questo semplice modo:

a � yP � yC = 10
b = � (xP � xC) = �9
c = xP yQ � xQyP = 105

e ottenere
10x� 9y + 105 = 0
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