Relazioni tra le derivate per 1 sistemi a due variabili
Indipendenti

Vediamo ora alcune utili relazioni tra le derivate prime per il caso, molto importante

per la termodinamica, di un sistema che puo essere completamente specificato
# fissando due variabili di stato. Se indichiamo con y e con z queste variabili qualsiasi
altra funzione di stato x e allora legata ad y e z da un’equazione della forma:

F(x,y,z)=0

Poiché qualsiasi coppia delle tre variabili si puo scegliere come indipendente, questa
relazione funzionale puo essere ulteriormente espressa nelle tre forme alternative

X = X(Y,2) y =Yy(x,2) z=12(X,y)

Scegliendo arbitrariamente le prime due di queste equazioni, si possono scrivere per i
differenziali totali dx e dy le espressioni:
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=-#® Eliminando il differenziale dy tra le due espressioni, si ha:
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Poiché x e z sono variabili indipendenti, i coefficienti di dx e di dz devono essere
identicamente nulli perche I’equazione suddetta abbia validita generale, per cui:
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Che in virtu della stessa equazione suddetta, si puo anche scrivere:
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=" Sesidivide la dx = [%j dy + [%j dzper il differenziale di una quarta

6zy

variabile di stato dw, si ha:

dx  ( ox dyj{@x) dz
dw \oy /) dw oz )/, dw

Imponendo la restrizione di z costante, questa equazione si riduce a:
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> 8 Sesiconsidera ora x come una funzione di y e di w, si ha:

Dividendo questa equazione per dy con il vincolo di z costante, si ottiene:

BRI

Le equazioni di questa sezione, ovvero le loro modificazioni, forniscono la base

per molte delle trasformazioni impiegate nella termodinamica dei sistemi a due
sole variabili indipendenti.
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Relazioni per le capacita termiche dei sistemi PVT di composizione costante

Le capacita termiche C,, e C; sono state definite mediante le:

ouU _(oH
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Per un sistema PVT di composizione costante si ottiene:
dU = TdS - PdV
dH = TdS + VdP

Da queste equazioni si possono ricavare direttamente le derivate che compaiono nelle
espressioni sopra scritte, col che si ottengono delle espressioni alternative per le capacita

termiche:
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Ricaviamo ora alcune equazioni che dimostrano come i dati di capacita termica possano
venire usati insieme ai dati PVT per valutare le variazioni di U, H ed S corrispondenti a
cambiamenti di stato di sistemi PVT di composizione costante ad una sola fase.

Se si considera U come funzione di T e di V, si ha:

dU =(5—Uj dT +(8—Uj dv
T ) N ).

Secondo la seguente equazione:
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Combinando opportunamente le equazioni sin qui viste, si ottiene:

dU = C,dT + T(@j _Pdv
a7 ),

..
E
L9
=
- 9
:
=
)
B
L9
.
L9
L ®
L9




=% Un’equazione analoga si puo ricavare per dH in termini di dT e di dP:

dH =C.dT +|V —T(a—vj dP
oT ).

Due utili (e del tutto equivalenti) espressioni si possono ricavare per il differenziale totale
dell’entropia, a seconda che si scelgano come variabili T e V oppure T e P. Nel primo caso:

dsz(@j dT +(§j dv
a1 )" Tlav ).

Sostituendo alle derivate parziali le espressioni precedentemente viste, si ottiene:

ds = Sv g7 +(@) dv
T a7 ),

Con T e P come variabili

d8=(§] dT +(§) dp
a1 .o T\ ).
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Tenendo conto delle espressioni precedentemente viste, si ricava:

dg:&dT_(a_Vj dP
oT ),

T

Per un dato cambiamento di stato, le equazioni viste devono dare lo stesso valore di dS, per

cui se ne possono uguagliare 1 secondi membri. L’espressione risultante, dopo un opportuno
riordinamento dei termini, diventa:

oV oP
C,— dT =T| — | dP+T| — | dV
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Dividendo per dT e ponendo il vincolo di pressione costante o di volume costante, si ottiene
un’equazione che fornisce la differenza fra le capacita termiche:
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Manipolando opportunamente le espressioni precedentemente viste si ottiene direttamente
un’espressione del rapporto fra le capacita termiche:

=-(7F)
c, \oT /.\as ),




=-# Mediante opportune trasformazioni, si ottiene:
9 c _(asj (an _(aTj (avj B (avj (as} _(an (6T)
®c, | lop)\ar )| \av)l\as ;| [\as \er ) | (aT J\av ),

OVVEIO:.

C, (av j ( oP j
C, \oP J.\aVv ),
Queste equazioni forniscono relazioni alternative fra CP e CV. In entrambe le equazioni , le

derivate parziali si ottengono da dati PVT, ad eccezione della (aP [ oV )s

che é collegata con la velocita del suono.
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" e Relazioni fra le derivate per I sistemi a due variabili indipendenti

Il coefficiente differenziale (8%P) e detto il coefficiente di Joule-Thomson e dé
H

importante nell’ingegneria dei cicli frigorigeni. Vogliamo mostrare che tale coefficiente si
puo calcolare da dati PVT e di capacita termica mediante la

() Ly
oP),  C, oT ),

Si consideri H come funzione di T e di P. Con opportune sostituzioni si ottiene:
oT) (0T (oH
oP ), \oH ).\ P )
il —il
Ricordando le (%] =[@j (ﬂj :(ﬁj _ 2 si ricava:
oz ), \Ox), oH ), \adl ), C;

e o FlE
oT ), oP ). oT ),

Combinando tra loro queste equazioni, si ottiene il risultato desiderato.
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Sli®hatematica le relazioni di chiusura si usano per definire se una funzione e un
Uifgprenziale esatto. In termodinamica si usano per avere delle relazioni
eérnodinamiche aggiuntive. Qual e il significato fisico delle seguenti
SPressioni?




