
Trentadue lezioni di matematica generale
tenute nella facoltà di economia

“Richard Goodwin”
dell’università di Siena

nell’anno accademico 2001-2002

andrea battinelli



Prefazione 1

0.1 Prefazione

Questo documento contiene gli appunti delle lezioni che sto tenendo nell’ambito
del corso di matematica generale di cui sono titolare. Il corso, che è uno di quattro
paralleli, è frequentato da una parte degli studenti del primo anno di tutti i diplomi di
laurea breve (triennale) della facoltà di economia “Richard Goodwin” dell’università
di Siena. Precisamente, si tratta degli studenti aventi la prima lettera del cognome
appartenente all’insieme {M,N,O,P,Q}.

L’esistenza di questi appunti risponde ad un’esigenza molto sentita dagli stu-
denti, e non ho avuto difficoltà a cercare di venire incontro a questa esigenza (oggi resa
anche più pressante dalla possibilità di accedere agli appunti mediante il collegamento
in rete). Tuttavia ciò è avvenuto nei limiti postimi dall’esistenza di altri impegni di-
dattici e scientifici, e dalla necessità di compilare questi appunti nella massima fretta,
al fine di renderli disponibili entro la settimana successiva a quella di svolgimento
delle lezioni. Di conseguenza, la presente versione degli appunti dovrebbe sicura-
mente contenere sviste ed imprecisioni di cui mi scuso subito, e che potrò correggere
soltanto successivamente, avvalendomi anche del contributo di chi li leggerà. A questo
proposito voglio già dedicare un ringraziamento agli studenti del corso che usano gli
appunti esaminandoli con quella dose di spirito critico che è fondamentale nella riusci-
ta dell’esperienza formativa universitaria, e che non mi hanno fatto mancare gradite
ed importanti osservazioni.

Esaminando il programma delle lezioni, chiunque potrà notare che ho dovuto
effettuare drastiche riduzioni rispetto a quello che è stato a lungo considerato un nor-
male programma dei corsi di matematica generale nelle facoltà di economia. Ciò è una
conseguenza inevitabile, per quanto (almeno a me) molto sgradita, dell’impostazione
tenuta nella progettazione dei nuovi curricula dalla generalità degli organi ad essa
preposti. In termini molto generali, non so se col senno di poi si potrà davvero giudi-
care la dequalificazione dell’istruzione universitaria come un fenomeno inarrestabile
e persino funzionale alla riconfigurazione dei rapporti tra formazione e sviluppo delle
forze produttive nel passaggio storico che stiamo compiendo. Quello che mi pare
sorprendente, e che credo non cesserà di stupire in futuro gli studiosi del periodo, è
come questa tendenza alla dequalificazione abbia potuto realizzarsi nel mondo univer-
sitario praticamente senza colpo ferire, incontrando anzi nella classe accademica un
insperato e generale consenso, modulatosi in forme variabili dall’aperto entusiasmo
all’adesione rinunciataria.

Come che sia, concretamente ho stilato questo programma tenendo conto dei
seguenti fatti:

1. al corso di matematica generale sono stati attribuiti dal consiglio di facoltà 9
crediti;

2. il valore del credito didattico in termini di didattica frontale è stato fissato dal
consiglio di facoltà in 6,25 ore (questa scelta è alquanto diversa, per difetto, da
quella di numerose altre facoltà dell’ateneo e del paese);

3. la durata complessiva della didattica frontale relativa al corso conseguente dai
punti a) e b) è di 56 ore (fatte salve le ore destinate al recupero del debito
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formativo, ad attività tutoriali, ad esercitazioni supplementari su argomenti già
trattati, e le ore destinate alla valutazione in itinere);

4. il rapporto lezioni/esercitazioni ottimale in corsi di matematica (e, secondo la
mia personale opinione, in molte altre discipline) è assai vicino a 1:1;

5. nell’ambito dei vincoli detti ai punti c) e d) è preferibile parlare di un in-
sieme di lezioni di matematica generale, piuttosto che di un corso completo
di matematica generale.

Credo di aver fatto uno sforzo non indifferente per mantenere al ciclo di lezioni
un sufficiente livello di coerenza; tuttavia numerosi argomenti sono stati soppressi, ed
altri sono stati gravemente mutilati. Segnalo in particolare l’assenza dei seguenti:

1. Calcolo combinatorio (combinazioni, disposizioni, permutazioni, coefficienti bi-
nomiali, etc.);

2. Topologia della retta e del piano (aperti, chiusi, interno, chiusura, accumu-
lazione, etc.);

3. Spazi vettoriali (dipendenza lineare, basi, teorema della dimensione);

4. Limiti (con la parzialissima eccezione dei concetti di successione infinitesima
e successione divergente, trattati nella lezione 12, e di funzione infinitesima e
divergente, trattati nella lezione 17);

5. Trattazione analitica del calcolo differenziale (definizione classica mediante pas-
saggio al limite nel rapporto incrementale, conseguente deduzione delle regole
di derivazione, altrettanto conseguente determinazione delle funzioni derivata
delle funzioni elementari, etc.);

6. Calcolo integrale.

Insistere in questo caso (e credo in molti altri) nel parlare come talora si
fa di razionalizzazione dei programmi, anziché di drastica riduzione, costituisce un
eufemismo. Come tutti gli eufemismi, è ingannevole e risulterà fuorviante.

Non credo possano esserci dubbi d’altra parte, come risulta dalla lettura dei
verbali, che questi siano gli effetti dell’orientamento espresso in più occasioni dagli
organi di autogoverno della facoltà. Lamento soltanto, a questo riguardo, di non essere
riuscito a contrastare più efficacemente tale orientamento. Mi preme anche segnalare
di essere consapevole dell’esistenza di un’altra apparente (e forse diffusa) soluzione
al problema: quella consistente nel lasciare l’enunciazione formale dei programmi
pressoché invariata, ripromettendosi di trattare ciascun argomento in modo assai
superficiale. Secondo il punto di vista che forse ispira questo genere di soluzione, gli
studenti devono essere abituati a sentir parlare di certi concetti e certe tecniche, ma
non devono necessariamente venir condotti a padroneggiarli. Confesso, oltre al mio
totale disaccordo, anche la mia obbiettiva incapacità di praticare una soluzione del
genere.
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0.2 Programma

1. Calcolo proposizionale elementare.

2. Regole di inferenza e cenni di calcolo dei predicati.

3. Insiemi ed operazioni insiemistiche.

4. Prodotto cartesiano e relazioni binarie fra insiemi.

5. Relazioni binarie in un insieme.

6. Relazioni di equivalenza e di ordine.

7. Funzioni astratte, corrispondenze biunivoche e funzioni inverse.

8. Funzioni lineari e affini; funzioni composte.

9. Numeri naturali e principio di induzione.

10. Numeri interi e razionali; completezza.

11. Numeri reali; intervalli e intorni.

12. Successioni e progressioni.

13. Funzioni elementari e loro grafici 1 (estremi, simmetrie, periodi, funzioni trigo-
nometriche).

14. Funzioni elementari e loro grafici 2 (monotonia, valore assoluto, potenze intere,
radici).

15. Funzioni elementari e loro grafici 3 (potenze a esponente razionale e reale,
esponenziali, logaritmi).

16. Funzioni elementari e loro grafici 4 (omotetie, traslazioni, funzioni composte
con queste).

17. Funzioni divergenti e funzioni oscillanti.

18. Le operazioni vettoriali in Rn.

19. Norma in Rn.

20. Coordinate cartesiane nello spazio, rette e piani coordinati, e paralleli ai mede-
simi.

21. Rappresentazioni di rette e piani nello spazio.

22. Posizioni reciproche di rette e piani.

23. Matrici e operazioni matriciali.
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24. Soluzione di sistemi lineari con il metodo di eliminazione di Gauss.

25. Determinanti, matrici inverse, teoremi di Cramer e Rouché-Capelli.

26. Rette e piani tangenti a grafici di funzioni di una e due variabili.

27. Presentazione geometrica del concetto di derivata ordinaria e parziale.

28. Funzioni derivate e algebra della derivazione ordinaria.

29. Algebra della derivazione parziale.

30. Derivate successive, gradienti, matrici hessiane.

31. Enunciato e applicazione dei teoremi di Fermat, Rolle, Lagrange.

32. Monotonìa e derivate prime; convessità e derivate seconde.
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CALCOLO PROPOSIZIONALE ELEMENTARE

(1.X)

1.1 Proposizioni e connettivi logici

1.1.1 Proposizioni dichiarative, semplici e composte

Gli enunciati contenuti in questa redazione delle lezioni, e molto più general-
mente in qualunque testo scientifico, possiedono per la maggior parte la forma logica
di proposizioni (dichiarative) composte, ossia di proposizioni ottenute combinando
secondo poche e ben precise regole altre proposizioni di tipo dichiarativo. Queste
ultime sono proposizioni costituite da singole affermazioni cui si suppone che sia pos-
sibile attribuire in modo non ambiguo uno fra due possibili valori di verità: vero
(abbreviato: V ), e falso (abbreviato: F ).
1.1.2 Connettivi

I simboli che permettono di combinare le proposizioni fra loro per ottenere
proposizioni composte secondo le regole ammesse si dicono connettivi logici. I con-
nettivi logici sono i seguenti:

¬, ∧, ∨, ⇒, ⇔, ( ) [ ]

e sono detti, rispettivamente, simbolo di negazione, di congiunzione, di disgiun-
zione, condizionale, bicondizionale, e parentesi (tonde, quadre). Ogni simbolo,
eccetto le parentesi, rappresenta una distinta operazione logica, ossia una corrispon-
denza che associa ad una o più proposizioni una nuova proposizione. Le parentesi
servono, come nell’uso abituale delle operazioni algebriche, a determinare l’ordine in
cui vengono effettuate più operazioni.

1.2 Operazioni logiche

1.2.1 Negazione di proposizioni

La negazione è un’operazione logica unaria (cioè con un solo operando),
definita nell’insieme delle proposizioni dichiarative. Se P è una propozizione dichia-
rativa, la negazione di P è una nuova proposizione, che si indica facendo precedere
il simbolo che rappresenta la proposizione dal connettivo logico di negazione: ¬P . Il
simbolo ¬P di regola si legge: “non P”.

La proposizione ¬P è falsa quando P è vera, ed è vera quando P è falsa. Ciò
è rappresentato nella seguente tavola di verità, in cui ciascuna colonna corrisponde
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ad una proposizione (P oppure la sua negazione):

P ¬P

V F
F V

La tabella va letta “per righe”, nel senso che in ciascuna riga è specificato,
accanto ad un possibile valore di verità assunto da P , il corrispondente valore di
verità attribuito a ¬P .

Se P è la proposizione dichiarativa: “questo bicchiere è pieno”, ¬P non è la
proposizione dichiarativa: “questo bicchiere è vuoto”, bensì “questo bicchiere non è
pieno”.

1.2.2 Congiunzione di proposizioni

La congiunzione di proposizioni è una operazione logica binaria (con due
operandi), definita nell’insieme delle proposizioni dichiarative. Se P e Q sono due
proposizioni dichiarative, la congiunzione di P ed Q è una nuova proposizione, che
si indica interponendo ai simboli che rappresentano le due proposizioni il connettivo
logico di congiunzione: P ∧Q. Il simbolo P ∧Q di regola si legge: “P e Q”.

La proposizione P ∧Q è vera quando P e Q sono entrambe vere, ed è falsa in
ogni altro caso, cioè se P è falsa , o Q è falsa , o entrambe lo sono. Ciò è rappresentato
nella seguente tavola di verità:

Q V F
P

V V F
F F F

La tavola va considerata questa volta del tipo “a doppia entrata”, nel senso
che ciascuna riga corrisponde ad un possibile valore di verità per P , ciascuna colonna
ad un possibile valore di verità per Q, e all’incrocio di ciascuna riga e colonna si legge
il valore di verità che compete a P ∧Q in relazione agli specifici valori di verità assunti
da P e Q.

1.2.3 Disgiunzione di proposizioni

La disgiunzione di proposizioni è una una operazione logica binaria, definita
nell’insieme delle proposizioni dichiarative. Se P e Q sono due proposizioni dichiara-
tive, la disgiunzione di P ed Q è una nuova proposizione, che si indica interponendo
ai simboli che rappresentano le due proposizioni il connettivo logico di disgiunzione:
P ∨Q. Il simbolo P ∨Q di regola si legge: “P oppure Q”.

La proposizione P ∨Q è vera quando almeno una fra P e Q è vera, cioè se P è
vera , o Q è vera , o entrambe lo sono; ed è falsa quando P e Q sono entrambe false.
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Tavola di verità rappresentativa:

Q V F
P

V V V
F V F

1.2.4 Passaggio al bicondizionale

Il passaggio al bicondizionale è una operazione logica binaria, definita nel-
l’insieme delle proposizioni dichiarative. Se P e Q sono due proposizioni dichiarative,
la proposizione bicondizionale di P e Q è una nuova proposizione, che si indica
interponendo ai simboli che rappresentano le due proposizioni il connettivo logico
bicondizionale: P ⇔ Q. Il simbolo P ⇔ Q di regola si legge: “P se e solo se Q”,
oppure “P necessaria e sufficiente per Q”.

La proposizione P ⇔ Q è vera quando P e Q sono entrambe vere, o quando
esse sono entrambe false; ed è falsa quando P è vera e Q è falsa, o quando Q è falsa
e P è vera.

Q V F
P

V V F
F F V

1.2.5 Passaggio al condizionale

Il passaggio al condizionale è una operazione logica binaria, definita nell’in-
sieme delle proposizioni dichiarative. Se P e Q sono due proposizioni dichiarative,
la proposizione condizionale di P e Q è una nuova proposizione, che si indica
interponendo ai simboli che rappresentano le due proposizioni il connettivo logico
condizionale: P ⇒ Q. Il simbolo P ⇒ Q di regola si legge: “se P , allora Q”, op-
pure “P condizione sufficiente per Q”, oppure “Q necessariamente da P”, oppure “Q
condizione necessaria per P”.

La proposizione P ⇒ Q è vera quando P è falsa, qualunque sia il valore di
verità di Q, oppure quando P e Q sono entrambe vere; ed è falsa quando P è vera e
Q è falsa.

Q V F
P

V V F
F V V

Si dice inversa di P ⇒ Q la proposizione condizionale Q⇒ P .
Si dice contraria di P ⇒ Q la proposizione condizionale ¬P ⇒ ¬Q.
Si dice contronominale di P ⇒ Q la proposizione condizionale ¬Q⇒ ¬P .
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1.3 Forme enunciative e tautologie

1.3.1 Forme enunciative

Fino a questo momento ho usato le lettere maiuscole P , Q come semplici nomi
di specifiche proposizioni dichiarative che non ritenevo necessario precisare; o almeno
così poteva sembrare. Adesso invece voglio usare esplicitamente tali lettere (ed al-
tre) come variabili proposizionali, cioè come simboli suscettibili di essere sostituiti
da una qualunque proposizione dichiarativa. Quando svolgono questa funzione, esse
vengono chiamate lettere enunciative, e le espressioni ottenute applicandovi cor-
rettamente i connettivi logici prendono il nome di forme enunciative. In un certo
senso, il passaggio da espressioni che sono proposizioni composte a espressioni che
sono forme enunciative è molto simile a quello (davvero fondamentale) che si compie
nella scuola media inferiore con l’introduzione del calcolo letterale, allorché si passa
da espressioni puramente aritmetiche, cioè contenenti solo numeri e simboli di opera-
zioni numeriche elementari, a espressioni contenenti variabili rappresentate da lettere
(come x, y, a, b, etc.).

Ad esempio, se le lettere P , Q, ed R sono intese non come particolari propo-
sizioni dichiarative ma come variabili proposizionali, sono forme enunciative le se-
guenti espressioni:

(A ∨ B) ⇒ C

¬ (A ∧ ¬B) ∨ C

[(A ∧ B)⇒ C] ⇔ [(¬A ∨ ¬B) ∨ C]

In precedenza abbiamo visto come si possano combinare fra loro un numero
finito di proposizioni dichiarative formando nuove proposizioni in virtù della succes-
siva esecuzione di operazioni logiche; adesso, con lo stesso procedimento, possiamo
combinare un numero finito di lettere enunciative, ottenendo invece delle forme enun-
ciative. Mentre nel primo caso il valore di verità di ogni proposizione composta risulta
univocamente da quello da noi attribuito alle proposizioni elementari di cui è costi-
tuita, nel secondo ogni forma enunciativa risulta avere uno specifico valore di verità
in corrispondenza ad ogni possibile assegnazione di valori alle lettere enunciative che
contiene.

1.3.2 Tautologie

Una tautologia è una forma enunciativa che è vera qualunque siano i valori
di verità assegnati alle lettere enunciative che la compongono.

Le forme enunciative elencate nella tabella che segue sono tutte tautologie; esse
sono particolarmente importanti, perché possono venir poste alla base di veri e propri
principi logici; alcune di esse corrispondono, come stiamo per vedere, a specifiche
regole di deduzione.
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P ∨ (¬P ) principio del terzo escluso

¬ [P ∧ (¬P )] principio di non contraddizione

[(P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ R)]⇒ [P ⇒ R] sillogismo ipotetico

[P ∧ (P ⇒ Q)]⇒ Q modus ponens

[¬Q ∧ (P ⇒ Q)]⇒ ¬P modus tollens

(P ⇒ Q)⇔ (¬Q⇒ ¬P ) principio di contrapposizione

¬ (P ∨Q)⇔ (¬P ∧ ¬Q) prima legge di De Morgan

¬ (P ∧Q)⇔ (¬P ∨ ¬Q) seconda legge di De Morgan

(P ⇒ Q)⇔ (¬P ∨Q) 3 tautologie utili
¬ (P ⇒ Q)⇔ (P ∧ ¬Q) per chiarire il senso

[P ⇔ Q]⇔ [(P ⇒ Q) ∧ (Q⇒ P )] delle proposizioni condizionali

(1.1)
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(2.X)

1.3.3 Una verifica

Illustro la precedente tabella verificando che la sesta forma enunciativa che vi
compare è effettivamente una tautologia. A tal fine costruisco una tavola di verità
“multipla”, da leggere per righe. Osservo innanzitutto che le lettere enunciative che
intervengono nella espressione

(P ⇒ Q)⇔ (¬Q⇒ ¬P ) (1.2)

sono due (P eQ). Le possibili assegnazioni di valori di verità a queste due lettere sono
dunque quattro, come già osservato nel corso della definizione di tutte le operazioni
logiche binarie che ho presentato. Mentre però in quelle definizioni ho fatto uso
di tavole di verità a doppia entrata, dedico adesso una riga a ciascuna di queste
assegnazioni. Costruisco in successione le colonne della mia tavola di verità multipla,
partendo da quelle di P e Q, e dedicandone via via una nuova al risultato di ogni
operazione logica che occorre eseguire (in ordine) per pervenire alla (1.2).

Allo scopo di illustrare per una volta il procedimento nel suo sviluppo tem-
porale, spreco una quantità veramente indecorosa di spazio. Precisamente, anziché
presentare la tavola tutta insieme come essa appare alla fine, costruisco tante tavole
parziali quanti sono gli stadi del procedimento, corrispondenti ciascuno all’esecuzione
di una specifica operazione. Ogni tavola ha dunque una colonna in più di quella che
la precede; inoltre, le colonne corrispondenti alle proposizioni che fungono di volta in
volta da operandi sono evidenziate in testa da una inquadratura. Sottolineo anche
che nello stadio iniziale le due colonne dedicate a P e Q devono venire costruite con
l’attenzione che è sufficiente a esibire effettivamente le possibili assegnazioni congiunte
di verità, senza omissioni e ripetizioni. Un metodo standard per conseguire questo
risultato, qualunque sia il numero di lettere da cui è composta la forma enunciati-
va esaminata, consiste nel costruire ciascuna colonna della tavola iniziale alternando
“stringhe” della stessa lunghezza composte da un solo valore di verità, ma variando
tale lunghezza di colonna in colonna secondo le successive potenze di 2. Nel caso
presente la prima colonna è fatta di stringhe di lunghezza 20 = 1, e quindi i valori
di verità V ed F si alternano uno dopo l’altro; mentre la seconda è fatta di stringhe
di lunghezza 21 = 2, e quindi 2 valori di verità V si alternano a 2 valori di verità F .
Se analizzassi, come ti raccomando di fare, la terza forma enunciativa della tabella
alla pagina precedente, nello stadio iniziale costruiresti 3 colonne (una anche per R),
alternando nella terza colonna 22 = 4 valori V a 4 valori F .

P Q

V V
F V
V F
F F

P Q ¬P

V V F
F V V
V F F
F F V

P Q ¬P ¬Q

V V F F
F V V F
V F F V
F F V V
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P Q ¬P ¬Q P ⇒ Q

V V F F V
F V V F V
V F F V F
F F V V V

P Q ¬P ¬Q P ⇒ Q ¬Q⇒ ¬P

V V F F V V
F V V F V V
V F F V F F
F F V V V V

P Q ¬P ¬Q P ⇒ Q ¬Q⇒ ¬P [P ⇒ Q]⇔ [¬Q⇒ ¬P ]

V V F F V V V
F V V F V V V
V F F V F F V
F F V V V V V
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REGOLE DI INFERENZA E CENNI DI CALCOLO DEI
PREDICATI

(2.X)

2.1 Regole di inferenza

Nel precedente paragrafo, verificando che la forma enunciativa (1.2) è una tau-
tologia, ho stabilito che le due forme enunciative P ⇒ Q e ¬Q⇒ ¬P sono sempre o
entrambe vere o entrambe false, qualunque siano i valori di verità assegnati alle lettere
enunciative P e Q. Posso così pensare di sostituire alle due lettere due proposizioni
dichiarative le più disparate, con la certezza che le proposizioni condizionali ottenute
risultino avere lo stesso valore di verità. Come viene fatto comunemente, stabilisco
allora di essere autorizzato a dedurre la verità di una delle due proposizioni condi-
zionali, una volta accertata la verità dell’altra. Se torni ad esaminare una qualunque
dimostrazione tu abbia avuto modo di incontrare, contenente una argomentazione
cosiddetta “per assurdo”, ti renderai conto che essa si fonda precisamente su questo
principio, detto principio di contrapposizione. Volendo dimostrare la verità di
un enunciato secondo il quale da una specifica ipotesi P segue una determinata tesi
Q, anziché procedere direttamente, si presuppone che la tesi sia falsa (cioè che sia
vera ¬Q), e si fa vedere come ciò conduca a negare la verità dell’ipotesi (cioè che sia
vera ¬P ). In altre parole si dimostra la verità di ¬Q ⇒ ¬P . Ritenere che questa
argomentazione sia conclusiva significa, appunto, assumere valida la regola secondo
la quale la verità di P ⇒ Q risulta direttamente da quella di ¬Q⇒ ¬P .

Una regola di deduzione, o di inferenza, è un criterio che si decide di
adottare per accertare la correttezza di un procedimento dimostrativo; data una speci-
fica forma enunciativa e un ben determinato gruppo di altre forme enunciative, esso
prescrive che la verità della prima è conseguenza diretta della verità delle seconde.
Pertanto, la regola che abbiamo appena finito di discutere può venire formulata così:

Principio di contrapposizione. Dalla verità di ¬Q ⇒ ¬P si può trarre
direttamente quella di P ⇒ Q, e viceversa.

Le altre tre regole di deduzione che riterrò accettate corrispondono ad altret-
tante tautologie della tavola precedente. Precisamente, esse sono:

Regola del sillogismo ipotetico. Dalla verità di P ⇒ Q e di Q ⇒ R si
può trarre direttamente quella di P ⇒ R.

Regola del modus ponens. Dalla verità di P e di P ⇒ Q si può trarre
direttamente quella di Q.
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Regola del modus tollens. Dalla verità di P ⇒ Q e di ¬Q si può trarre
direttamente quella di ¬P .

2.2 Predicati, quantificatori

2.2.1 Predicati

La maggior parte dei nostri ragionamenti non può tuttavia essere giustificata,
ancora, senza l’introduzione di ulteriori concetti. Enunciati come i seguenti:

“Qualunque uomo è mortale”

“Qualche ospedale è meno affollato di altri”

sono proposizioni dichiarative, il cui significato dipende però strettamente da quello
che si attribuisce alle parole “qualunque” e “qualche”. Infatti le specifiche proprietà
in esame, nella fattispecie quella di essere mortale e quella di essere vuoto, non ven-
gono riferite ad un individuo ben determinato, un particolare uomo o un particolare
ospedale, come sarebbe il caso delle proposizioni che siamo abituati a considerare, ad
esempio:

“Il signor Battinelli è mortale”

“L’ospedale di S.M. alla Scala è meno affollato di quello delle Scotte”

Per rendere più chiara la struttura di questi enunciati, conviene introdurre la nozione
di predicato o forma predicativa. Nel nostro esempio, le forme predicative in
gioco possono venire scritte così:

“Il signor x è mortale” (2.1)

“L’ospedale y è meno affollato dell’ospedale z” (2.2)

Un predicato è dunque un enunciato che ha la forma di una proposizione di-
chiarativa, ma che ne differisce per la mancata determinazione di alcuni degli oggetti
cui si attribuiscono specifiche proprietà. Detto in altre parole, in un predicato com-
paiono una o più variabili individuali, che sono suscettibili di essere sostituite dal
nome di specifici oggetti (o costanti individuali), scelti in modo arbitrario, sia pure
nell’ambito di determinate classi (che dovrebbero risultare sufficientemente chiare dal
contesto). Tali variabili vengono dette libere.
2.2.2 Quantificatori

La trasformazione di un predicato in proposizione dichiarativa può avvenire
non solo, come è ovvio, sostituendo costanti individuali a tutte le variabili indivi-
duali, ma anche applicando a queste ultime uno dei due simboli quantificatori: ∀
(universale), e ∃ (esistenziale). Sempre nel nostro esempio, i predicati (2.1)-(2.2)
possono venire trasformati, a parole così:

“Qualunque sia x, il signor x è mortale” (2.3)

“Per qualche y, e per qualche z, (2.4)

l’ospedale y è meno affollato dell’ospedale z”
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più formalmente, così:

“∀ x, il signor x è mortale” (2.5)

“∃y, ∃z, l’ospedale y è meno affollato dell’ospedale z” (2.6)

e, ancora più formalmente, convenendo di scrivere M(x) al posto di “il signor x è
mortale” e Aff(y, z) al posto di “l’ospedale y è meno affollato dell’ospedale z”

“∀ x, M(x) ” (2.7)

“∃y, ∃z, Aff(y, z) ” (2.8)

Allorché un predicato contenente una variabile libera viene trasformato appli-
cando a tale variabile uno dei due quantificatori, si dice che la variabile è stata chiusa,
o che è muta. In qualunque proposizione o predicato, le variabili cui è applicato un
quantificatore si dicono variabili quantificate.
2.2.3 Negazione di proposizioni contenenti variabili quantificate

Resta da chiarire quali regole si devono seguire quando si nega una propo-
sizione contenente variabili quantificate. Vi è sostanzialmente una sola regola, cioè la
seguente:

Alla negazione di una proposizione contenente un predicato la cui variabile è
quantificata, può venire sostituita la proposizione che da si ottiene da quella origi-
nale cambiando il quantificatore della variabile e sostituendo il predicato con la sua
negazione

¬ [∀x, P (x)] può venire sostituita con ∃x, ¬P (x)

¬ [∃x, P (x)] può venire sostituita con ∀x, ¬P (x)



Capitolo 3

INSIEMI E OPERAZIONI INSIEMISTICHE

(4.X)

3.1 Premesse

3.1.1 Concetti primitivi

Esistono in matematica (come in qualunque altra disciplina) concetti cosiddetti
primitivi, ossia concetti che vengono posti per primi e usati successivamente per
definire altri concetti; essi stanno per così dire alla base dell’edificio concettuale che
con la matematica si tenta di costruire. Per questo loro ruolo particolare, tali concetti
non possono venire a loro volta definiti: mancano i termini con cui farlo. Tuttavia è
possibile indicare espressioni del linguaggio comune cui si desidera che questi concetti
corrispondano. Inoltre, e soprattutto, è possibile fissarne con un certo grado di rigore
le regole d’uso.

3.1.2 Il simbolo di definizione “≡”
Quando si introduce per la prima volta un nuovo concetto o simbolo in modo

formale, si scrive una espressione composta di tre parti: la prima contiene il simbolo
o concetto che si sta definendo; la seconda contiene un simbolo, detto simbolo di
definizione, che sta lì ad indicare che l’espressione scritta è appunto una definizione,
in cui ciò che sta a sinistra è definito mediante ciò che sta a destra; la terza è una
sequenza di simboli o concetti che sono già stati definiti, e che devono pertanto avere
un significato non ambiguo.

Esempi:

z ≡ x+ y C ≡ B ∩ C

Le due espressioni significano, rispettivamente, che z è definito come la somma
di x e y (si tratta presumibilmente di due numeri appartenenti a qualche insieme
numerico, chiarito dal contesto in cui compare la definizione); e che C è definito
come l’insieme intersezione dei due insiemi A e B (inclusi in qualche insieme universo
chiarito anch’esso dal contesto). Il simbolo di definizione che uso in questi appunti è
simile all’ordinario simbolo di uguaglianza, ma ne differisce per il fatto di possedere
una linea in più; esso viene usato in altri contesti con significati del tutto diversi, ma
la cosa non ci riguarda adesso. Le due espressioni che di volta in volta si trovano a
destra e sinistra di “≡” rivestono un ruolo del tutto distinto: non si tratta di due
entità già definite entrambe in precedenza, e di cui si dice che sono uguali; al contrario,
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vi è una sola espressione già definita, quella a destra; quella a sinistra è l’oggetto della
definizione, cioè quanto viene definito.

3.2 Teoria degli insiemi in forma elementare

3.2.1 Insiemi e loro elementi

Quello di insieme è un concetto primitivo, e come tale più che darne una
definizione si elencano dei termini del linguaggio ordinario adatti a spiegare approssi-
mativamente l’uso che si intende farne.

Un insieme è una collezione, un aggregato, un raggruppamento di ogget-
ti, concreti o astratti, che si dicono suoi elementi, e che conviene per certi scopi
considerare appunto... “insieme”.

Se X è un insieme e x è un suo elemento, si dice che x appartiene ad X,
oppure che X contiene x, e si scrive: x ∈ X. Se un oggetto y non è un elemento
dell’insieme X, si dice che y non appartiene ad X, oppure che X non contiene y,
e si scrive: y /∈ X.

Quando si parla di un insieme e di un oggetto, si suppone di poter decidere
con certezza se l’oggetto è un elemento dell’insieme oppure no;, inoltre, si suppone
che non possano esistere un insieme X ed un oggetto x tali che si abbia sia x ∈ X,
sia x /∈ X.

Per specificare un insieme si procede ricorrendo ad una definizione; questa può
essere di tipo estensivo, oppure intensivo.

3.2.2 Definizione di insiemi in forma estensiva

Un insieme può venire definito estensivamente, fornendo un elenco completo
degli elementi che gli appartengono.

La notazione che si usa a tale scopo fa uso delle parentesi graffe { }, delle
virgole, e del simbolo di definizione.

Le parentesi racchiudono l’elenco degli elementi dell’insieme, e questi vengono
separati uno dall’altro da una virgola (l’ordine in cui i vari elementi compaiono nel-
l’elenco non ha alcuna importanza); il simbolo di definizione separa il simbolo che
rappresenta l’insieme dall’elenco dei suoi elementi.

Esempi:

S ≡ {♠,♥,♦,♣}
C ≡ {Palermo,Cagliari}
D5 ≡ {1, 3, 5, 7, 9}

3.2.3 Definizione di insiemi in forma intensiva

Un insieme può venire definito intensivamente, indicando una proprietà di
cui godono tutti i suoi elementi, e solo quelli.

La notazione che si usa a tale scopo fa uso del simbolo predicativo P (x), che
riferisce la proprietà P al generico oggetto x, del simbolo di astrazione, costituito
dalle parentesi graffe contenenti i due punti { : }, e del simbolo di definizione. Una
definizione di questo tipo si dice intensiva, ha la forma: X ≡ {x : P (x)}, e si legge:
“X è definito come l’insieme di tutti gli oggetti che soddisfano la proprietà P”.
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Esempi:

S ≡ {x : x è un seme delle carte da gioco di tipo “francese”}
C ≡ {y : y è il capoluogo di una regione insulare italiana}
D5 ≡ {z : z è un numero naturale dispari minore di 10}

Ad un’analisi più approfondita, il modo in cui vengono qui trattati gli insie-
mi si rivela contenere qualche insidia, cui si può rimediare chiamando classi quelli
che finora abbiamo chiamato insiemi, e riservando la qualificazione di insieme solo
ad alcune classi soddisfacenti una proprietà aggiuntiva; per saperne di più occorre
consultare dei trattati di teoria degli insiemi.

3.2.4 Inclusione

Siano X e Y due insiemi; si dice che X è incluso in Y , o contenuto in Y , o
anche che X è sottoinsieme di Y , o infine che Y è sovrainsieme di X o contiene
X, e si scrive X ⊆ Y , se è vero che:

∀x, x ∈ X ⇒ x ∈ Y

ossia se ogni elemento di X appartiene anche a Y .

3.2.5 Uguaglianza

Siano X e Y due insiemi; si dice che X e Y sono uguali, o anche che essi sono
lo stesso insieme, e si scrive X = Y , se è vero che:

∀x, x ∈ X ⇔ x ∈ Y

Equivalentemente, in termini della relazione di inclusione fra insiemi, che è già
stata definita, si dice che X e Y sono uguali se è X è incluso in Y ed inoltre Y è
incluso in X.

La presente definizione esprime un modo di intendere l’uguaglianza fra insiemi,
e quindi un modo di intendere che cosa sia un insieme, che si chiama “principio di
estensionalità”.

3.2.6 Insieme vuoto

Con il simbolo ∅ si indica un insieme particolare, detto insieme vuoto, che
può essere definito in forma intensiva come segue:

∅ ≡ {x : x 6= x}

oppure in forma estensiva così:

∅ ≡ { }

L’insieme vuoto ∅ è dunque un insieme che non contiene alcun elemento; anzi
esso, come tale, può essere considerato unico; risulta inoltre che ∅ ⊆ X (l’insieme
vuoto è incluso in X) qualunque sia l’insieme X.
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3.2.7 Le operazioni insiemistiche in sintesi

Siano X e Y sottoinsiemi di un dato insieme universo Ω; l’unione X ∪ Y è
l’insieme di tutti gli elementi appartenenti ad almeno uno fra X e Y , l’intersezione
X ∩ Y è l’insieme di tutti gli elementi appartenenti a entrambi X e Y , la differenza
X ∼ Y è l’insieme di tutti gli elementi appartenenti X che non appartengono anche
a Y ; il complementare di X, ∼ X, è la differenza Ω ∼ X.

3.3 Proprietà di operazioni e relazioni insiemistiche

3.3.1 Elenco

Sia Ω un opportuno insieme universo. Valgono le seguenti proprietà:

idempotenza

∀X ⊆ Ω, X ∪X = X (3.1a)

∀X ⊆ Ω, X ∩X = X (3.1b)

commutatività

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, X ∪ Y = Y ∪X (3.2a)

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, X ∩ Y = Y ∩X (3.2b)

assorbimento

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, (X ∪ Y ) ∩X = X (3.3a)

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, (X ∩ Y ) ∪X = X (3.3b)

associatività

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω,∀Z ⊆ Ω, (X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z) (3.4a)

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω,∀Z ⊆ Ω, (X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z) (3.4b)

distributività

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, (X ∪ Y ) ∩ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z) (3.5a)

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, (X ∩ Y ) ∪ Z = (X ∩ Z) ∪ (Y ∩ Z) (3.5b)

leggi di De Morgan

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, Z ∼ (X ∪ Y ) = (Z ∼ X) ∩ (Z ∼ Y ) (3.6)

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, Z ∼ (X ∩ Y ) = (Z ∼ X) ∪ (Z ∼ Y ) (3.7)

(in particolare)

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, ∼ (X ∪ Y ) = (∼ X) ∩ (∼ Y ) (3.8)

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, ∼ (X ∩ Y ) = (∼ X) ∪ (∼ Y ) (3.9)
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ulteriori proprietà

∼ ∅ = Ω ∼ Ω = ∅ (3.10)

∀X ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, Z ∼ (Z ∼ X) = X ∩ Z (3.11)

∀X ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, X ∪ (Z ∼ X) = Z ∪X (3.12)

∀X ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, X ∩ (Z ∼ X) = ∅ (3.13)

∀X ⊂ Ω, ∀Y ⊂ Ω, X ∩ Y ⊆ X ⊆ X ∪ Y (3.14)

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, [X ⊆ Y ]⇔ [X ∪ Y = Y ] (3.15)

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, [X ⊆ Y ]⇔ [X ∩ Y = X] (3.16)

∀X ⊆ Ω,∀Y ⊆ Ω, ∀Z ⊆ Ω, [X ⊆ Y ]⇒ [(Z ∼ X) ⊇ (Z ∼ Y )] (3.17)

∀X ⊆ Ω, ∀Y ⊆ Ω, [X ⊆ Y ]⇔ [(∼ X) ⊇ (∼ Y )] (3.18)

3.3.2 Insiemi disgiunti

Due insiemi X e Y tali che X ∩ Y = ∅ si dicono disgiunti.
3.3.3 Insieme delle parti

Se X è un insieme, si chiama insieme delle parti di X, e si denota P (X),
l’insieme di tutti i sottoinsiemi di X:

P (X) ≡ {Y : Y è un insieme e Y ⊆ X}

Ad esempio, se X ≡ {a, b, c}, allora

P (X) = {∅, {a} , {b} , {c} , {b, c} , {c, a} , {a, b} ,X}

In generale, se X è un insieme finito di k elementi, allora P (X) contiene esattamente
2k elementi.
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(8.X)

3.3.4 Una verifica

Illustro adesso come potrebbe svolgersi un’argomentazione ragionevolmente
convincente per mostrare la verità della proprietà (3.15). Farò uso della verità di
(3.14), che mi pare abbastanza evidente di per sé (se non sei d’accordo, bisogna che
ti ripassi le definizioni...e/o ti convinca che le forme enunciative (P ∧Q)⇒ P e P ⇒
(P ∨Q) sono tautologie). Trattandosi della verità di una proposizione bicondizionale,
spezzo la verifica in due parti, in omaggio all’ultima riga della tabella (1.1).

1) (verità di [X ⊆ Y ] ⇒ [X ∪ Y = Y ]) Suppongo che sia vero X ⊆ Y , cioè che
ogni elemento di X appartenga anche a Y , e mostro che X ∪ Y = Y è vero. A
sua volta, questa verifica richiede due parti; infatti, si tratta di un’uguaglianza
fra insiemi, e questa è stata definita come una doppia inclusione (nei due sensi).

a) (verità di X ∪Y ⊆ Y ) Un qualunque elemento di X ∪Y o appartiene a X
oppure appartiene a Y . Nel primo caso appartiene anche a Y , perché sto
appunto supponendo che sia vero X ⊆ Y ; nel secondo caso, confermo che
appartiene a Y . Dunque tutti gli elementi di X ∪ Y appartengono a Y .

b) (verità di Y ⊆ X ∪ Y ) Si tratta della proprietà (3.14), e non cè altro da
aggiungere.

2) (verità di [X ∪ Y = Y ] ⇒ [X ⊆ Y ]) Ancora per la proprietà (3.14), è vero che
X ⊆ X ∪ Y . Ma allora, se suppongo che sia vero X ∪ Y = Y , ottengo per
sostituzione X ⊆ Y , e la verifica è del tutto finita.



Capitolo 4

PRODOTTO CARTESIANO E RELAZIONI BINARIE FRA
INSIEMI

(8.X)

4.1 Prodotto cartesiano di due o più insiemi

4.1.1 Prodotto cartesiano di due insiemi

Il prodotto cartesiano X × Y di due insiemi X e Y è l’insieme di tutte le
coppie ordinate (x, y) tali che x ∈ X e y ∈ Y .∗ L’esempio più importante è fornito
dalla geometria analitica, allorché X ed Y sono entrambi uguali ad R, l’insieme dei
numeri reali, e R2 ≡ R × R è posto in corrispondenza biunivoca con il piano. Un
elemento di R2 è in questo caso una coppia di numeri reali, che costituiscono le
coordinate di qualche punto. Un esempio molto più semplice, che mi servirà per
illustrare svariati altri concetti, si ottiene pensando ad un’impresa produttiva I che
disponga di un parco automezzi con i quali effettuare le consegne ai propri clienti. Se

X ≡ {a, b, c, d, e} e Y ≡ {1, 2, 3, 4}

sono rispettivamente l’insieme degli automezzi e quello dei clienti dell’impresa, un
generico elemento di X × Y è una coppia (automezzo,cliente) che si interpreta come
l’ordine di partenza fatto al conducente di uno specifico automezzo al fine di rifornire
uno specifico cliente. X × Y risulta dunque costituito da 20 elementi

X × Y =


(a, 4) (b, 4) (c, 4) (d, 4) (e, 4)
(a, 3) (b, 3) (c, 3) (d, 3) (e, 3)
(a, 2) (b, 2) (c, 2) (d, 2) (e, 2)
(a, 1) (b, 1) (c, 1) (d, 1) (e, 1)


4.1.2 Prodotto cartesiano inverso

Il prodotto cartesiano X×Y è diverso dal prodotto cartesiano Y ×X, a meno
che X = Y . Per esempio, se sono abituato a codificare e memorizzare i piani di

∗qui ho dato per scontato il concetto di coppia ordinata; se si insiste nel voler dare a questo
concetto una fondazione strettamente insiemistica, si può farlo così:

(x, y) ≡ {x, {x, y}}

e dovresti essere in grado di notare la differenza fra (x, y) and (y, x) ≡ {y, {y, x}}; al contrario, gli
insiemi {x, y} e {y, x} sono uguali.
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consegna dell’impresa I di un determinato periodo mediante sottoinsiemi di X ×
Y , i miei programmi di elaborazione dati non riconosceranno un dato della forma
(cliente,automezzo) eventualmente inserito, e potranno compiere errori o trovarsi in
posizione di stallo.

Y ×X =


(1, e) (2, e) (3, e) (4, e)
(1, d) (2, d) (3, d) (4, d)
(1, c) (2, c) (3, c) (4, c)
(1, b) (2, b) (3, b) (4, b)
(1, a) (2, a) (3, a) (4, a)


Tuttavia, X × Y e Y ×X possono venir messi in corrispondenza associando a ogni
coppia (x, y) la “coppia inversa” (y, x). In questo modo uno ed un solo elemento di
Y ×X risulta associato a ciascun elemento di X × Y , e, inversamente, ogni elemento
di Y ×X è associato ad un solo elemento di X×Y . Questa corrispondenza si chiama
inversione, e si indica con il simbolo ι.

4.1.3 Prodotto cartesiano di più insiemi

L’operazione di prodotto cartesiano può venire iterata, dando luogo ad in-
siemi della forma (X × Y ) × Z, ((X × Y )× Z) × W , oppure X × (Y × Z), X ×
(Y × (Z ×W )), etc.; in pratica però si preferisce lavorare con prodotti cartesiani
iterati senza dare alcun peso all’ordine di esecuzione. Si parla così di prodotto
cartesiano X × Y × Z dei 3 insiemi X, Y , e Z come l’insieme delle terne or-
dinate (x, y, z) per cui x ∈ X, y ∈ Y , e z ∈ Z; esso è costituito da esattamente
abc elementi quando X contiene a elementi, Y ne contiene b, e Z ne contiene c. In
generale, il prodotto cartesiano Y

i∈{1,2,...,n}
Xi

degli n insiemi {X1, X2, . . . , Xn} è definito come l’insieme delle n−ple ordinate
(x1, x2, . . . , xn) per cui xi ∈ Xi qualunque sia il numero naturale i compreso fra 1
ed n. Dovrebbe risultare chiaro che, quando tutti gli insiemi coinvolti sono finiti,
il prodotto cartesiano

Q
i∈{1,2,...,n}Xi è composto da un numero di elementi pari al

prodotto del numero degli elementi di tutti gli insiemi componenti Xi.
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4.2 Relazioni binarie

4.2.1 Definizione generale; relazioni vuota e totale; relazioni inversa e opposta

Siano X e Y insiemi; una relazione binaria, o più semplicemente una re-
lazione, da X a Y , o tra X e Y , o di X con Y , è un sottoinsieme di X × Y . Se R è
una relazione tra X e Y , e (x, y) ∈ R, x si dice in relazione R con y, e questo fatto
si denota più semplicemente xRy.

Ad esempio, il piano di consegne dell’impresa I in un dato giorno g può essere
rappresentato dall’insieme

Rg ≡ {(a, 1) , (a, 2) , (b, 2) , (b, 3) , (c, 1)} (4.1)

e l’interpretazione della relazione Rg è la seguente: un automezzo x sta nella relazione
Rg con un cliente y, cosa che si scrive sinteticamente xRgy, se nel giorno g l’automezzo
x effettua una consegna al cliente y. Lo specifico insieme definito in (4.1) indica che
nel giorno g l’automezzo a effettua una consegna ai clienti 1 e 2, l’automezzo b ai
clienti 2 e 3, e l’automezzo c al solo cliente 3.

L’insieme vuoto ∅ ⊂ X × Y definisce la relazione vuota di X con Y , e
l’insieme X × Y stesso definisce la relazione totale di X con Y . Continuando
con l’esempio, se Rg è vuoto, ciò significa che nel giorno g (che potrebbe essere una
domenica) l’impresa I non effettua consegne; mentre se Rg = X × Y , nel giorno g
ogni automezzo rifornisce ogni cliente.

Per ciascuna relazione R di X con Y , la relazione opposta 6 R è la relazione
di X con Y definita dal complementare ∼ R

6 R ≡ {(x, y) ∈ X × Y : (x, y) 6 ∈R} (4.2)

e la relazione inversa R−1 è la relazione di Y con X ottenuta mediante lo scambio
di componenti in ciascun elemento di R:

R−1 ≡ {(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ R} (4.3)

Ad esempio, l’opposta di ≥ è <, mentre la sua inversa è ≤; l’opposta di “è
disgiunto da” è “ha intersezione non vuota con”; l’inversa della relazione “è figlia/o
di” (che chiamerò d’ora in poi per un po’ F ) è la relazione “è genitore di” (che
chiamerò d’ora in poi per un po’ G). Si può allora scrivere

¤ = < ≥−1 = ≤ F−1 = G

4.2.2 Immagini diretta e inversa mediante una relazione

Sia R una relazione diX con Y . Per ciascun sottoinsieme U diX, l’immagine
diretta di U mediante R, più semplicemente l’immagine di U , denotata R (U), è
l’insieme di tutti gli elementi y di Y tali che, per qualche x in U , x è in relazione R
con y:

R (U) ≡ {y ∈ Y : ∃x ∈ U, xRy} (4.4)
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In particolare, quando U = {x}, R ({x}) è chiamato immagine (diretta) di x e deno-
tato R (x); Così R (x) è l’insieme di tutti gli elementi y of Y tali che x è in relazione
R con x:

R (x) ≡ {y ∈ Y : xRy} (4.5)

Inversamente, per ciascun sottoinsieme V di Y , l’immagine inversa di V mediante
R, denotata R−1 (V ), è l’insieme di tutti gli elementi x di X che sono in relazione R
con qualche y in V :

R−1 (V ) ≡ {x ∈ X : ∃y ∈ V, xRy} (4.6)

In particolare, se V = {y}, R−1 ({y}) è chiamato immagine inversa di y e denotato
R−1 (y); Così R−1 (y) è l’insieme di tutti gli elementi x di X che sono in relazione R
con y:

R−1 (y) ≡ {x ∈ X : xRy} (4.7)

Come suggerito dalla notazione, R−1 (V ) è l’immagine diretta di V mediante la
relazione inversa R−1.

Ad esempio, se U è l’insieme dei bambini e bambine che frequentano una scuola
elementare, F (U) è l’insieme dei genitori di bambini/e di tale scuola, mentre F−1 (U)
è sicuramente vuoto. Inoltre, qualunque siano i numeri reali a e b,

≥ (a) = [a,+∞[ ≥ ({a, b}) = [min {a, b} ,+∞[

≥−1 (a) = ]−∞, a] ≥−1 ({a, b}) = ]−∞,max {a, b}]
dove ho rappresentato gli intervalli di numeri reali con parentesi quadre che ne con-
tengono i due estremi, aperte verso l’interno o verso l’esterno secondo che l’estremo
sia inteso appartenere o meno all’insieme. Infine, in termini del piano di consegne
(4.1) dell’impresa I, l’immagine dell’automezzo a è l’insieme dei clienti cui a effettua
consegne il giorno g, cioè {1, 2}; e l’immagine inversa del cliente 1 è l’insieme degli au-
tomezzi che effettuano consegne ad 1 il giorno g, cioè {a, c}. Osserva che l’immagine
degli automezzi d ed e è vuota, cioè questi due automezzi non partono per consegne
il giorno g; ed è vuota l’immagine inversa del cliente 4, che nel giorno g non riceve
consegne.
4.2.3 Dominio e codominio di una relazione

Immagini dirette e inverse, benché ben definite, possono essere vuote (come
abbiamo appena visto). Il dominio DR della relazione R è l’insieme di tutti gli
elementi di X che hanno immagine non vuota, ossia

DR ≡ R−1 (Y ) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y, xRy} (4.8)

Analogamente, il codominio CDR di R, o (più spesso) l’immagine ImR di R, è
l’insieme di tutti gli elementi di Y che hanno immagine inversa non vuota, ossia

ImR ≡ R (X) = {y ∈ Y : ∃x ∈ X, xRy} (4.9)
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Ad esempio, il dominio di F è l’insieme dei viventi che sono stati riconosciuti
da almeno un genitore vivente, mentre il codominio di F è l’insieme dei viventi che
hanno almeno una figlia/o vivente legalmente riconosciuta/o. Dominio e codominio
di ≥ sono entrambi uguali all’intero insieme dei numeri reali. Il dominio di Rg è
{a, b, c} e il codominio è {1, 2, 3}.
4.2.4 Proprietà delle relazioni binarie

Sia R una relazione di X con Y . R si dice suriettiva, o sopra, se ImR = Y ;
in altre parole, se R−1 (y) è non vuoto per ciascun y ∈ Y . Simmetricamente, R si dice
surrettiva, o ovunque definita, se DR = X, cioè se R (x) è non vuoto per ciascun
x ∈ X. R si dice iniettiva, o uno a uno, se R−1 (y) contiene al più un elemento per
ciascun y ∈ Y . Simmetricamente, R si dice inrettiva, o univoca, se R (x) contiene
al più un elemento per ciascun x ∈ X. Così, se #C denota il numero degli elementi
di un insieme finito C, sono vere le seguenti affermazioni:

1. R è ovunque definita se e solo se ∀x ∈ X, R (x) 6= ∅;
2. R è suriettiva se e solo se ∀y ∈ Y, R−1 (y) 6= ∅;
3. R è univoca se e solo se ∀x ∈ X, #R (x) ≤ 1;
4. R è iniettiva se e solo se ∀b ∈ Y, #R−1 (y) ≤ 1.
5. R è suriettiva se e solo se R−1 is ovunque definita, e viceversa;

6. R è iniettiva se e solo se R−1 è univoca, e viceversa.

Ad esempio, ≥ è suriettiva e surrettiva, perché di ogni numero reale ce ne
sono di maggori o uguali, e anche di minori o uguali; ma non è iniettiva né inrettiva,
perché ogni numero reale ha infiniti numeri che lo superano, e ne supera infiniti. La
relazione F non è suriettiva, perché vi sono viventi senza figli, né surrettiva, perché vi
sono orfani, o comunque viventi cui sono morti entrambi i genitori; e non è iniettiva,
perché vi sono genitori con più di un figlio, né inrettiva, perché generalmente si hanno
due genitori. La relazione Rg, come la F , non gode di alcuna delle quattro proprietà
definite.



Capitolo 5

RELAZIONI BINARIE IN UN INSIEME

(9.X)

5.1 Definizione

Se R è una relazione binaria di un insieme X con se stesso, R si dice una
relazione (binaria) in X.

5.2 Proprietà delle relazioni in un insieme

5.2.1 Enunciato

Sia R una relazione in un insieme X. Definisco le seguenti proprietà:

riflessività

∀x ∈ X, xRx (5.1)

irriflessività

∀x ∈ X, x 6 Rx (5.2)

ariflessività

∃x ∈ X, ∃z ∈ X, xRx ∧ z 6 Rz (5.3)

simmetria

∀x ∈ X,∀y ∈ X, xRy ⇒ yRx (5.4)

asimmetria

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, xRy ⇒ y 6 Rx (5.5)

antisimmetria

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, (xRy ∧ yRx)⇒ x = y (5.6)

connessione o completezza

∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, x 6= y ⇒ (xRy ∨ yRx) (5.7)
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transitività

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀z ∈ X (xRy ∧ yRz)⇒ xRz (5.8)

transitività negativa

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀z ∈ X xRz ⇒ (xRy ∨ yRz) (5.9)

Se l’ultima proprietà è scritta in forma contronominale, se ne capisce meglio
il nome:

∀x ∈ X, ∀y ∈ X, ∀z ∈ X (x 6 Ry ∧ y 6 Rz)⇒ x 6 Rz (5.10)

5.2.2 Esempi

Le relazioni =, ≥, ≤ definite sui comuni insiemi numerici sono riflessive e
transitive. La prima è anche simmetrica, le altre due sono antisimmetriche. Nessuna
delle tre è asimmetrica. La prima relazione non è negativamente transitiva, perché
due numeri diversi da un terzo possono coincidere, mentre le altre due lo sono (se
x ­ y, allora x > y, analogamente per y e z, e alla fine x > z, che comporta x ­ z;
stesso ragionamento per ≥).

Se di due rette si dice che sono parallele quando esse sono prive di punti
comuni, si definisce una relazione di parallelismo fra rette del piano o dello spazio che
è simmetrica e transitiva ma non riflessiva. Tuttavia, la precedente è un’accezione
primitiva; normalmente si intende che due rette sono parallele quando sono prive
di punti di comuni oppure sono la stessa retta. Secondo quest’ultima accezione,
il parallelismo fra rette è una relazione riflessiva oltreché simmetrica e transitiva.
Essa non è antisimmetrica, perché rette parallele non necessariamente coincidono, né
connessa, perché esistono coppie di rette non parallele, né negativamente transitiva,
perché due rette non parallele ad una terza possono ben esserlo fra di loro.

La relazione di ortogonalità fra rette del piano o dello spazio è irriflessiva e
simmetrica, non connessa, non transitiva, né negativamente transitiva.

La relazione fra numeri interi xMy ≡ (x è multiplo di y) è riflessiva e transitiva;
non è simmetrica, non è asimmetrica e neppure antisimmetrica (ogni intero è multiplo
del suo opposto e viceversa); non è connessa né negativamente transitiva.

La relazione vuota è irriflessiva e non è connessa (in modo drastico); essa è
simultaneamente simmetrica, antisimmetrica e asimmetrica (ricorda lo statuto logico
di una proposizione condizionale), così come transitiva e negativamente transitiva.

La teoria classica del consumatore tratta fra le altre cose di relazioni di prefe-
renza debole, che normalmente vengono supposte connesse. Chiedendo a bruciapelo
a tutti gli studenti che assistono alla mia lezione sulle relazioni di manifestarmi la loro
preferenza fra un portafoglio composto da due azioni Fiat e una azione Olivetti e il
portafoglio speculare (una Fiat e due Olivetti) ne evinco ogni anno che le preferenze
finanziarie (almeno quelle “a bruciapelo”) dei miei studenti non sono connesse. E’
importante sottolineare che non sto dicendo che la maggior parte delle risposte è
del tipo “i due portafogli mi sono indifferenti”, bensì che è del tipo “non so quale
portafoglio scegliere, al momento”.
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5.2.3 Legami fra le proprietà delle relazioni in un insieme

Ci sono diversi legami fra le proprietà enunciate sopra. Eccone alcuni:

1. R è asimmetrica se e solo se è irriflessiva e antisimmetrica;

2. R è asimmetrica se è irriflessiva e transitiva;

3. R è antisimmetrica se e solo se 6 R è connessa, e viceversa;
4. R è negativamente transitiva se e solo se 6 R è transitiva, e viceversa;
5. R è transitiva se è asimmetrica e negativamente transitiva;

6. R è negativamente transitiva se è connessa e transitiva.

A titolo di esempio, presento in dettaglio una argomentazione tendente ad
accertare la verità della 5).

Per verificare che la relazione R gode della proprietà transitiva, devo mostrare
di poter trarre la verità di xRz dalla verità simultanea di xRy e yRz, qualunque siano
x e y e z. Lo faccio così:

a) per la definizione (5.9), la verità di xRy non è altro che la verità di (xRz)∨(zRy);
b) per la definizione (5.5), dalla verità di yRz posso trarre che il secondo disgiunto
zRy in a) è falso;

c) per il punto b), dalla verità della disgiunzione (xRz) ∨ (zRy) affermata in a)
traggo quella di xRz.

Osservo che avrei potuto procedere anche in un secondo modo, del tutto
speculare al precedente:

a’) per la definizione (5.9), la verità di yRz non è altro che la verità di (yRx)∨(xRz);
b’) per la definizione (5.5), dalla verità di xRy posso trarre che il primo disgiunto

yRx in a’) è falso;

f) per il punto b’), dalla verità della disgiunzione (yRx) ∨ (xRz) affermata in a’)
traggo quella di xRz.

5.2.4 Interpretazione geometrica dei alcune proprietà delle relazioni in un insieme

SiaX un insieme. La diagonale∆X del prodotto cartesianoX×X è l’insieme
delle coppie i cui elementi coincidono:

∆X ≡ {(x, y) ∈ X ×X : x = y}

Allora per una qualunque una relazione R in X sono lecite le seguenti inter-
pretazioni:
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1. R è riflessiva se e solo se contiene la diagonale (vale cioè: ∆X ⊆ R);
2. R è irriflessiva se e solo è disgiunta dalla diagonale (vale cioè: ∆X ∩R = ∅);
3. R è ariflessiva se e solo non è disgiunta dalla diagonale ma nemmeno la contiene
per intero;

4. R è simmetrica se e solo è simmetrica rispetto alla diagonale, ossia: di ogni
gruppo di coppie inverse (x, y) e (y, x), che sono appunto simmetriche l’una
dell’altra rispetto a ∆X , o appartengono ad R entrambe, o nessuna;

5. R è simmmetrica se e solo se R = R−1;

6. R è antisimmetrica se solo se di ogni gruppo di coppie inverse (x, y) e (y, x) e
distinte (x 6= y), ne appartiene ad R al massimo una;

7. R è asimmetrica solo se di ogni gruppo di coppie inverse (x, y) e (y, x) e distinte
(x 6= y), ne appartiene ad R al massimo una (nota la differenza col punto
precedente);

8. se R è asimmetrica, è disgiunta dalla diagonale;

9. R è asimmetrica se solo se valgono entrambe le condizioni dei due punti prece-
denti (vale cioè R ∩ R−1 = ∅);

10. R è connessa o completa se e solo se di ogni gruppo di coppie inverse (x, y) e
(y, x) e distinte (x 6= y), ne appartiene ad R almeno una.

(11.X)

5.3 Dominanza paretiana

5.3.1 Dominanza paretiana in R2

Siano (x, y) e (u, v) due coppie di numeri reali.
Si dice che la coppia (x, y) domina strettamente la coppia (u, v), e si scrive:

(x, y) ÂP (u, v)

se vale:

x > u e y > v

Si dice che la coppia (x, y) domina debolmente la coppia (u, v), e si scrive:

(x, y) 'P (u, v)

se vale:

x ≥ u e y ≥ v
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Si dice che la coppia (x, y) domina semi-strettamente la coppia (u, v), e si
scrive:

(x, y) <P (u, v)
se vale:

x ≥ u e y ≥ v e (x, y) 6= (u, v)
5.3.2 Dominanza paretiana in Rn

Siano x =(x1, . . . , xn) e u =(u1, . . . , un) due elementi di Rn. Si dice che x
domina strettamente u, e si scrive:

x ÂP u
se vale:

∀i ∈ {1, . . . , n} xi > ui

Si dice che x domina debolmente u, e si scrive:

x 'P u
se vale:

∀i ∈ {1, . . . , n} xi ≥ ui
Si dice che la coppia (x, y) domina semi-strettamente la coppia (u, v), e si

scrive:

(x, y) <P (u, v)
se vale:

x 'P u e x 6= u ossia
∀i ∈ {1, . . . , n} xi ≥ ui e ∃j ∈ {1, . . . , n} xj > uj

5.3.3 Immagini dirette e inverse secondo la dominanza paretiana stretta

Sia (x, y) una coppia di numeri reali, rappresentata da un punto Q del piano
cartesiano. L’immagine diretta di (x, y) secondo la relazione di dominanza paretiana
stretta:

ÂP [(x, y)] =
©
(x, y) ∈ R2 : (x, y) ÂP (x, y)

ª
è l’insieme delle coppie (x, y) dominate strettamente da (x, y), ed è rappresentato dal-
l’insieme dei punti che hanno sia l’ascissa che l’ordinata minori di quelle di Q. Questo
insieme non è altro che il quadrante di sud-ovest di un sistema di assi paralleli a quelli
dati sul piano, con l’origine in Q, privo dei semiassi che lo delimitano. L’immagine
inversa di (x, y) secondo la relazione di dominanza paretiana stretta:

Â−1P [(x, y)] =
©
(x, y) ∈ R2 : (x, y) ÂP (x, y)

ª
è l’insieme delle coppie (x, y) che dominano strettamente (x, y), ed è rappresentato
dall’insieme dei punti che hanno sia l’ascissa che l’ordinata maggiori di quelle di Q.
Questo insieme non è altro che il quadrante di nord-est del sistema di assi appena
descritto, anch’esso privo dei semiassi che lo delimitano.
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x 420-2-4
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ÂP [(1,−1)]

x 420-2-4
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-4

Â−1P [(1,−1)]

Gli altri due quadranti, insieme ai due assi, sono costituiti da punti che rap-
presentano coppie (x, y) per cui non è vero che (x, y) domina strettamente (x, y), e
non è nemmeno vero che (x, y) domina strettamente (x, y); questo illustra pienamente
la mancanza di connessione della relazione ÂP .
5.3.4 Immagini dirette e inverse secondo la dominanza paretiana debole

Sia (x, y) una coppia di numeri reali, rappresentata da un punto Q del piano
cartesiano. L’immagine diretta di (x, y) secondo la relazione di dominanza paretiana
debole:

'P [(x, y)] =
©
(x, y) ∈ R2 : (x, y) 'P (x, y)

ª
è l’insieme delle coppie (x, y) che sono debolmente dominate da (x, y), ed è rappre-
sentato dall’insieme dei punti che hanno sia l’ascissa che l’ordinata minori o uguali a
quelle di Q. Questo insieme non è altro che il quadrante di sud-ovest di un sistema
di assi paralleli a quelli dati sul piano, con l’origine in Q, inclusivo dei semiassi che
lo delimitano, così come del vertice Q.

L’immagine inversa di (x, y) secondo la relazione di dominanza paretiana
debole:

'−1P [(x, y)] =
©
(x, y) ∈ R2 : (x, y) 'P (x, y)

ª
è l’insieme delle coppie (x, y) che dominano debolmente (x, y), ed è rappresentato
dall’insieme dei punti che hanno sia l’ascissa che l’ordinata maggiori o uguali a quelle
di Q. Questo insieme non è altro che il quadrante di nord-est del sistema di assi
appena descritto, inclusivo dei semiassi che lo delimitano, così come del vertice Q.

Gli altri due quadranti, privi degli assi, sono costituiti da punti che rappre-
sentano coppie (x, y) per cui non è vero che (x, y) domina debolmente (x, y), e non
è nemmeno vero che (x, y) domina debolmente (x, y); questo illustra pienamente la
mancanza di connessione della relazione 'P .
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5.3.5 Immagini dirette e inverse secondo la dominanza paretiana semi-stretta

Sia (x, y) una coppia di numeri reali, rappresentata da un punto Q del piano
cartesiano. Lascio a te verificare che l’immagine diretta di (x, y) secondo la relazione
di dominanza paretiana semi-stretta è rappresentata dal quadrante di sud-ovest di
un sistema di assi paralleli a quelli dati sul piano, con l’origine in Q, inclusivo dei
semiassi che lo delimitano, ma privo del vertice Q. In altre parole,

<P [(x, y)] ='P [(x, y)] ∼ {Q}

Analogamente, l’immagine inversa di (x, y) secondo la relazione di dominanza
paretiana semi-stretta è rappresentata dal quadrante di nord-est del sistema di assi
appena descritto, inclusivo dei semiassi che lo delimitano, ma privo del vertice Q.

<−1P [(x, y)] ='−1P [(x, y)] ∼ {Q}

Gli altri due quadranti, privi degli assi, ma inclusivi del vertice Q, sono costi-
tuiti da punti che rappresentano coppie (x, y) per cui non è vero che (x, y) domina
semi-strettamente (x, y), e non è nemmeno vero che (x, y) domina semi-strettamente
(x, y); questo illustra la mancanza di connessione della relazione <P .
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RELAZIONI DI EQUIVALENZA E D’ORDINE

(11.X)

6.1 Relazioni di equivalenza

6.1.1 Definizione

Sia X un insieme, e R una relazione in X; R si dice una relazione di equiva-
lenza, o più semplicemente un’equivalenza, se è riflessiva, simmetrica, e transitiva.

Sono relazioni di equivalenza: il parallelismo fra rette del piano o dello spazio,
la congruenza fra triangoli, la similitudine fra triangoli, l’uguaglianza fra elementi dei
comuni insiemi numerici, l’uguaglianza fra sottoinsiemi di un insieme universo dato,
la relazione “x è sorella/fratello di y” nell’insieme dei viventi.
6.1.2 Classi di equivalenza e insieme quoziente

Se R è un’equivalenza inX, e x è un elemento diX, si dice classe di equivalenza
di x rispetto a R, e si indica [x]R, o più semplicemente [x] (quando è chiaro dal
contesto di quale equivalenza si parla), l’insieme costituito dagli elementi di X che
sono in relazione con x:

[x] ≡ {x ∈ X : yRx} (6.1)

L’insieme delle classi di equivalenza rispetto a R si denota X\R, e si chiama
insieme quoziente di X rispetto a R:

X\R ≡ {U ⊆ X : ∃x ∈ X, U = [x]}
L’insieme quoziente di X rispetto a R è dunque una famiglia di sottoinsiemi di X,
cioè un sottoinsieme di P (X). Gli elementi di X\R sono però a due a due disgiunti.
Infatti vale la seguente

Proposition 1 Sia X un insieme e R una relazione di equivalenza in X. Classi di
equivalenza distinte sono disgiunte.

Dimostrazione. Formalmente, l’enunciato da dimostrare può essere riformu-
lato affermando che la proposizione

∀x ∈ X,∀y ∈ X, [x] 6= [y]⇒ [x] ∩ [y] = ∅
è vera. In base al principio di contrapposizione, dimostro che è vera la proposizione

∀x ∈ X,∀y ∈ X, [x] ∩ [y] 6= ∅ ⇒ [x] = [y]
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e per far ciò procedo in due stadi: prima mostro che x e y sono equivalenti (cioè in
relazione R fra loro), e dopo che ciascuna delle due classi è contenuta nell’altra.

Se l’intersezione [x]∩[y] non è vuota, sia z un suo elemento. Poiché z appartiene
a entrambe le classi di equivalenza [x] e [y], in base alla definizione (6.1) sono vere
sia zRx che zRy. Poiché R è simmetrica, è vera anche xRz, e poiché R è transitiva,
dalla verità di xRz e di zRy si trae la verità di xRy. Dunque x e y sono equivalenti.

Sia ora w un qualunque elemento di [x]; questo vuol dire che è vera wRx.
Poiché già ho stabilito che è vera xRy, ancora per la proprietà transitiva di R posso
concludere che è vera wRy, e questo vuol dire che w appartiene anche a [y]. Ho così
stabilito che qualunque elemento di [x] appartiene anche a [y], cioè che vale [x] ⊆ [y].

Lascio a te concludere la dimostrazione, stabilendo la verità dell’inclusione
inversa [y] ⊆ [x].
6.1.3 Congruenza fra numeri interi

Sia p ∈ Z un numero intero fissato. Due numeri interi z e w si dicono congrui
modulo p, e si scrive z ≈p w, se la differenza fra z e w è un multiplo (intero) di p.
Dunque

(z ≈p w) ≡ (∃h ∈ Z, z − w = hp) (6.2)

Non è difficile stabilire che qualunque sia p la relazione di congruenza modulo p è
un’equivalenza. Infatti:

1. (riflessività) per ogni z ∈ Z, si ha:
z − z = 0 = 0p

ossia vale z ≈p z (la definizione (6.2) è verificata con h = 0);
2. (simmetria) per ogni z ∈ Z e per ogni w ∈ Z, se vale z ≈p w, cioè esiste k ∈ Z
tale che z − w = kp, allora si ha:

w − z = − (kp) = (−k) p
ossia vale w ≈p z (la definizione (6.2) è verificata con h = −k);

3. (transitività) per ogni z ∈ Z, ogni w ∈ Z, e ogni v ∈ Z, se vale z ≈p w, cioè
esiste k ∈ Z tale che z −w = kp, e vale anche w ≈p v, cioè esiste l ∈ Z tale che
w − v = lp, allora si ha:

z − v = z − w + w − v = kp+ lp = (k + l) p

ossia vale z ≈p v (la definizione (6.2) è verificata con h = k + l).
Le classi di equivalenza rispetto alla relazione di congruenza modulo p si chia-

mano anche classi di resto modulo p. Infatti, se la divisione di z per p dà come
resto r (e q come quoziente), ciò significa che vale

z = qp+ r
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ossia

z − r = qp

e quindi

z ≈p r

Dunque ogni numero intero è congruo modulo p al proprio resto nella divisione per
p. Da questo discende poi che il numero delle diverse classi di congruenza modulo p
non può essere maggiore di quello dei diversi resti nella divisione per p. Questi ultimi
non sono altro che i numeri interi compresi fra 0 e p− 1. Lascio a te dimostrare che
questi p numeri appartengono a classi di congruenza tutte distinte, per giungere alla
seguente interessante conclusione:

Z\ ≈p= {[0] , [1] , . . . , [p− 1]}

6.1.4 Esempio: la congruenza modulo 5

Costruisco le classi di resto modulo 5, partendo da quelle dei primi numeri
naturali. Semplifico il simbolo che rappresenta le classi, usando [x]5 anziché [x]≈5 .
Dalla definizione si ricava subito che un intero è congruo 0 modulo 5 se e solo se è
multiplo di 5:

[0]5 = {0, 5,−5, 10,−10, 15,−15, . . . }

Se poi z è congruo 1 modulo 5, anziché z − 1 = 5h posso scrivere z = 5h + 1, e
generare così al variare di h quanti elementi voglio della classe di congruenza di 1:

[1]5 = {1, 6,−4, 11,−9, 16,−14, . . . }

e il procedimento è identico per le altre tre classi

[2]5 = {2, 7,−3, 12,−8, 17,−13, . . . }
[3]5 = {3, 8,−2, 13,−7, 18,−12, . . . }
[4]5 = {4, 9,−1, 14,−6, 19,−11, . . . }
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(15.X)

6.2 Relazioni di ordinamento

6.2.1 Definizione

Sia X un insieme, e R una relazione in X.

1. R si dice una relazione di preordine debole se è riflessiva e transitiva;

2. R si dice una relazione di preordine stretto se è irriflessiva e transitiva;

3. R si dice una relazione di ordine debole se è riflessiva, antisimmetrica e
transitiva;

4. R si dice una relazione di ordine stretto se è asimmetrica e negativamente
transitiva.

E’ evidente dalla definizione che ogni relazione di ordine debole è anche di
preordine debole. E’ altrettanto vero che ogni relazione di ordine stretto è anche di
preordine stretto, perché l’irriflessività è una conseguenza dell’asimmetria, e perché
negativa transitività ed asimmetria insieme implicano la transitività. Bisogna poi
osservare che anche le relazioni di equivalenza sono di preordine debole.

La distinzione fra relazioni strette e deboli è abbastanza trasparente. Quella
fra relazioni di preordine e relazioni di ordine è più sottile. La validità della proprietà
di antisimmetria nelle relazioni di ordine debole preclude la possibilità che il confronto
fra due oggetti si stabilisca in entrambe le direzioni; nelle relazioni di preordine debole
ciò è invece possibile, e la circostanza conduce a stipulare una relazione di indifferenza
fra oggetti del genere, che si dice indotta dalla relazione originaria. Nel caso stretto, la
distinzione non riguarda la proprietà di antisimmetria, di cui godono anche le relazioni
di preordine (perché irrifilessività e transitività insieme implicano asimmetria), ma
il fatto che ad essere transitiva sia la relazione stessa o la sua negazione. A questo
proposito è forse utile osservare che se una relazione di preordine stretto è connessa
essa è anche di ordine stretto.
6.2.2 Ordinamento lessicografico

Questa relazione prende il nome dall’oggetto nel quale essa da secoli trova
preminente applicazione - il vocabolario, o dizionario o, appunto, lessico. La diffusione
e lo sviluppo di metodi per la conservazione e il trattamento di vaste quantità di
informazioni hanno fatto di questa relazione un elemento pervasivo del funzionamento
di programmi che gestiscono basi di dati. Oggetti multipli come le parole (che sono
composte da più lettere), così come altre liste di dati di qualunque genere, possono
venire posti in ordine procedendo in modo sistematico. Ciò consiste nell’attribuire
importanza preminente ad uno degli elementi (di solito il primo) che compongono
tali oggetti, solo successivamente ad un altro (di solito il secondo), e così via fino
all’ultimo. La diversa lunghezza delle parole, o delle liste di dati di altro genere,
non costituisce realmente un problema una volta che ci si abitui a immaginare, e
successivamente a riconoscere, la presenza di un carattere speciale (lo spazio vuoto)
o di un campo speciale (il campo vuoto) nell’assenza di caratteri o di campi.
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Un ordinamento lessicografico può venire definito sul prodotto cartesiano di
un numero qualunque di insiemi, anche infinito, e anche se questi sono diversi fra
loro; purché beninteso ciascuno di questi sia dotato di una propria relazione di or-
dine. Il prossimo paragrafo è dedicato ad un esempio abbastanza semplice per essere
agevolmente compreso, ma sufficiente ad illustrare gli aspetti realmente importanti
della definizione.
6.2.3 Ordinamento lessicografico in R2

Si dice che la coppia di numeri reali (x, y) segue lessicograficamente (in
senso stretto) la coppia di numeri reali (u, v), e si scrive (x, y) ÂL (u, v), se vale:

x > u oppure x = u e y > v

Questa relazione è irriflessiva, transitiva, e connessa; quindi asimmetrica e
negativamente transitiva. Si tratta pertanto di una relazione di ordine stretto. E’
possibile considerare anche una versione debole dell’ordinamento lessicografico, con
il secondo disgiunto che contiene la diseguaglianza y ≥ v.
6.2.4 Immagini dirette e inverse secondo l’ordinamento lessicografico in R2

Sia (x, y) una coppia di numeri reali, rappresentata da un punto Q del piano
cartesiano, e sia r la retta verticale passante per Q (di equazione x = x). L’imma-
gine diretta di (x, y) secondo l’ordinamento lessicografico stretto è rappresentata dal
semipiano avente r per origine e giacente alla sua sinistra, unito alla semiretta di r
che si trova al di sotto di Q (escluso Q). L’immagine inversa di (x, y) secondo l’or-
dinamento lessicografico stretto è rappresentata dal semipiano avente r per origine
e giacente alla sua sinistra, unito alla semiretta di r che si trova al di sopra di Q
(escluso Q).

ÂL [(1,−1)] Â−1L [(1,−1)]

6.2.5 Relazione di non minor costo in R2

Se p e q sono i prezzi di due merci, che suppongo entrambi positivi, e la coppia
(x, y) ∈ R2 indica un ipotetico paniere contenente la prima merce in quantità x e la
seconda merce in quantità y, il costo del paniere è dato dalla semplice espressione px+
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qy. E’ abbastanza naturale immaginare che non esistano panieri contenenti quantità
negative di merci, cosa che conduce ad assumereR2+ come insieme dei possibili panieri.
Dico che (x, y) non costa meno di (u, v), e scrivo (x, y) ÂC (u, v), se vale

px+ qy ≥ pu+ qv
Puoi controllare da sola per esercizio che ÂC è suriettiva ma non ovunque definita
(a causa di (0, 0), il paniere vuoto, che non appartiene al dominio), connessa, non
inrettiva né surrettiva. Inoltre ÂC è riflessiva e transitiva, dunque una relazione di
preordine debole. Essa non è tuttavia una relazione di ordine debole, perché le due
condizioni px+ qy ≥ pu+ qv e pu+ qv ≥ px+ qy impongono l’uguaglianza di px+ qy
con pu + qv (per l’asimmetria della relazione ≥ in R), ma non quella di (x, y) con
(u, v). In altre parole due panieri diversi possono bene avere lo stesso costo. Con un
procedimento che è standard nella teoria delle preferenze, posso addirittura definire
una nuova relazione, che si dice indotta daÂC, è chiamata di isocosto, ed è denotata
≈C, nel modo seguente:

(x, y) ≈C (u, v) se [(x, y) ÂC (u, v)] ∧ [(u, v) ÂC (x, y)]
Si vede subito che affermare (x, y) ≈C (u, v) è la stessa cosa che affermare che i costi
px+ qy e pu+ qv sono uguali, e che ≈C è una relazione di equivalenza. La classe di
equivalenza [(x, y)]≈C è l’insieme di tutti i panieri che costanto tanto quanto (x, y).
Se pongoM ≡ px+qy, essa è rappresentata dal segmento s della retta r di equazione

px+ qy =M

che giace nel primo quadrante di R2. Come visto nel corso propedeutico, r (ed s)
sono ortogonali alla retta passante per l’origine O e per il punto P di coordinate (p, q)
(P rappresenta i prezzi delle due merci). Al variare di M , r varia nel fascio di rette
parallele caratterizzate dall’ortogonalità con OP , e s nel fascio di segmenti paralleli in
cui tali rette intersecano il primo quadrante. Questo fascio di segmenti, detti anch’essi
di isocosto, fornisce così anche una rappresentazione concreta dell’insieme quoziente
R2+ \ ≈C. Le figure che seguono corrispondono ad un prezzo q pari al doppio di p.

ÂC (1, 1) Â−1C (1, 1) [(1, 1)]≈C



Capitolo 7

FUNZIONI ASTRATTE, CORRISPONDENZE BIUNIVOCHE E
FUNZIONI INVERSE

(15.X)

7.1 Funzioni

7.1.1 Definizione

Dati due insiemi X e Y , si dice funzione da X in Y ogni relazione f che sia
univoca ed ovunque definita.

Una funzione f associa dunque ad ogni elemento di X uno ed un solo elemen-
to di Y ; tale elemento è denotato f(x), e chiamato valore di f in x, o immagine
di x mediante f . Viceversa, per qualunque elemento y di Y , si dice che x è con-
troimmagine di y, o che x appartiene alla controimmagine di y mediante f , se
f(x) = y.

L’insieme X è detto dominio di f (come già stabilito), e talora campo di
esistenza di f , e indicato con il simbolo Df ; l’insieme Y è detto insieme dei valori
ammissibili per la f , e coincide con il codominio di f solo se f è suriettiva. Se
X ⊆ R e Y = R, f : X → Y si dice una funzione reale di variabile reale. Se
X ⊆ Rn e Y = R, f : X → Y si dice una funzione reale di più variabili reali.

Per rappresentare una funzione f da X in Y userò sistematicamente la no-
tazione

f : X → Y, x 7→ f(x)

oppure

f : X → Y, x 7→ y = f(x)

in cui la variabile x, detta variabile indipendente o argomento, è supposta de-
scrivere il generico elemento del dominio X, mentre la variabile y, detta variabile
dipendente, assume valori nel codominio o immagine Im f . Questa notazione∗ sug-
gerisce che la definizione di una funzione è costituita da tre elementi altrettanto
importanti: la specificazione del dominio X, quella dell’insieme dei valori ammissibili
Y , e la legge di corrispondenza x 7→ f(x). La circostanza, che ti raccomando di non
sottovalutare, conduce alla prossima definizione.
∗L’espressione “la funzione f(x)”, presente purtroppo in numerosi testi, è scorretta; conviene

dire “la funzione f”. Il simbolo f(x) denota lo specifico valore assunto da f in corrispondenza
dell’elemento x del dominio.
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7.1.2 Restrizioni

Sia f : X → Y una funzione, A ⊆ X un sottoinsieme del dominio X di f , e
B ⊆ Y un sottoinsieme dell’insieme Y dei valori ammissibili per f tale che l’immagine
diretta f(A) sia contenuta in B. La restrizione di f ad una funzione da A in
B, denotata f|A,B, è la funzione avente A per dominio e B come insieme dei valori
ammissibili, e che coincide con f ove definita:

f|A,B : A→ B, x 7→ f(x)

Quando la restrizione è effettuata solo nel dominio, cioè quando B = Y , si scrive f|A
anziché f|A,Y .
7.1.3 Funzioni iniettive, suriettive

Come ogni relazione, una funzione f è iniettiva se e solo se la controimmagine
di un qualunque elemento y di Y , quando non è vuota, è costituita da un solo elemento
di X; f è suriettiva se e solo se la controimmagine di un qualunque elemento y di Y
non è mai vuota, ed è quindi costituita da almeno un elemento di X.

La proprietà di iniettività per le funzioni si può anche enunciare nei due
seguenti modi:

∀x ∈ X, ∀z ∈ X, x 6= z ⇒ f(x) 6= f(z)
∀x ∈ X, ∀z ∈ X, f(x) = f(z)⇒ x = z

il secondo dei quali è particolarmente conveniente per verificare direttamente quando
la proprietà vale.

La proprietà di suriettività si può anche enunciare così:

∀y ∈ Y, l’equazione f(x) = y ammette soluzione

7.1.4 Grafico

Se f : X → Y è una funzione, si dice grafico di f l’insieme:

Gf := {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)}

di tutte le coppie (x, f(x)) costituite da un qualunque elemento x del dominio di f e
dal corrispondente valore f(x) di f .

Occorre sottolineare che il grafico Gf di f è un sottoinsieme del prodotto
cartesiano X×Y , mentre la funzione f è una legge che associa uno specifico elemento
di Y a ciascun elemento di X. E’ dunque segno di confusione, oltreché di povertà
linguistica, usare espressioni come “retta tangente alla funzione f”, “disegnare la
funzione”, e simili.

7.1.5 Funzioni costanti

Una funzione f : X → Y si dice costante se la sua immagine o codominio è
costituita da un solo elemento, ossia se esiste un elemento c ∈ Y tale che

∀x ∈ X, f(x) = c
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Se f è una funzione reale di variabile reale, allora c è un numero reale; se
poi il dominio X di f coincide con R, allora il grafico di f è la retta orizzontale di
equazione y = c. E’ utile tener presente che molte funzioni costanti hanno un dominio
X strettamente incluso in R, e quindi in generale il loro grafico è solamente contenuto
nella retta in questione; esempi interessanti al proposito sono i seguenti:

f : x 7→ x
1

log x

g : x 7→ logx2−6x+9 3− x
h : x 7→ arcsin x+ arccosx

E’ infine molto importante distinguere una funzione costante dall’elemento che
ne è il valore (spesso chiamato anch’esso impropriamente “la costante c”).

(16.X)

7.2 Funzioni inverse

7.2.1 Definizione

Se la funzione f : X → Y è iniettiva e suriettiva, essa si dice costituire una
corrispondenza biunivoca fra gli insiemi X e Y ; infatti, non soltanto - per essere
f una relazione e univoca ed ovunque definita - ad ogni elemento x dell’insieme X
corrisponde esattamente un elemento f(x) dell’insieme Y , ma viceversa - per essere
f iniettiva e suriettiva - anche ad ogni elemento y dell’insieme Y corrisponde non più
di uno e non meno di uno fra gli elementi di X, quindi esattamente uno, tale che
f(x) = y. Risulta pertanto definita un’altra funzione, avente Y come dominio e X
come codominio, che associa a ciascun elemento y di Y quell’unico elemento di cui y è
l’immagine mediante f , cioè l’unico x ∈ X tale che f(x) = y . Questa funzione viene
detta funzione inversa di f , e denotata con il simbolo f−1; la funzione f viene
detta invertibile. La definizione di funzione inversa può dunque venire espressa
sinteticamente come segue:

Se la funzione f : X → Y è iniettiva e suriettiva,
si dice funzione inversa di f la funzione:

f−1 : Y → X : y 7→ l’unico x ∈ X tale che f(x) = y

7.2.2 Qualche avvertenza sul concetto di funzione inversa

E’ bene rendersi conto della seguente ovvia ma purtroppo non sempre ben
compresa circostanza. La notazione che fa uso dell’esponente negativo per rappre-
sentare l’inversa di una funzione data è riferita alla intera funzione f e non certo ad
un suo particolare valore f(x); essa ha il preciso significato fornito dalla definizione,
che corrisponde alla “inversione” delle coppie (x, y) appartenenti al grafico di f e alla
loro trasformazione in coppie del tipo (y, x). Tale notazione non ha quindi nulla a che
vedere con il calcolo del reciproco di alcunché, e meno che mai con la funzione (che è
possibile denotare 1

f
, ma è vietato denotare f−1, e di cui si può parlare solo se in Y è

definita una moltiplicazione) la quale, avendo ancora X come insieme degli argomenti
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ammissibili †, associa ad ogni x ∈ X tale che f(x) 6= 0 l’elemento 1
f(x)

dell’insieme Y .
In altre parole,

1. se la funzione f : X → Y è iniettiva e suriettiva, l’espressione

x = f−1(y)

non significa altro che:

y = f(x)

2. se la funzione f : X → Y non è iniettiva e suriettiva,

(a) l’espressione

x = f−1(y)

non significa nulla;

(b) se l’insieme f−1 (y) non è vuoto, e se y = f(x), si scrive

x ∈ f−1(y)

7.2.3 Grafici di funzioni inverse

Se f : X → Y è una funzione invertibile, Gf ⊆ X × Y il suo grafico, f−1

l’inversa di f , e Gf−1 ⊆ Y × X il grafico dell’inversa di f , allora, tenendo bene
presente il significato delle notazioni usate per definire il concetto di funzione inversa,
si ha:

Gf−1 =
©
(y, x) ∈ Y ×X : x = f−1(y)

ª
= {(y, x) ∈ Y ×X : y = f(x)}

cioè Gf−1 è l’insieme di tutte le coppie (f(x) , x) costituite da un qualunque elemento
x del dominio di f (al secondo posto) e dal corrispondente valore f(x) di f (al primo
posto).

Se, come accade spesso, e in particolare quando f è una funzione reale di
variabile reale, siaX che Y sono sottoinsiemi di uno stesso insieme Z, è allora possibile
rappresentare tanto X×Y che Y ×X (in una stessa “figura” cioè) come sottoinsiemi
di Z×Z, osservando così in modo più diretto le relazioni geometriche intercorrenti fra
i due grafici Gf e Gf−1 . Si conclude allora che la simmetria ortogonale rispetto alla
diagonale di Z×Z (quando Z = R la retta bisettrice del I e III quadrante), che opera
sulle coordinate dei punti del piano scambiandole fra di loro, trasforma Gf in Gf−1
e viceversa. Si esprime in breve questa circostanza dicendo che il grafico dell’inversa
di una funzione si ottiene da quello della funzione stessa trasformandolo per mezzo
della simmetria ortogonale rispetto alla diagonale.

†X e Y non sono in generale il dominio e il codominio della funzione “reciproco” di f ; il primo
è strettamente incluso in X (anziché coincidente con X) tutte le volte che l’immagine inversa di 0
non è vuota; il secondo è costituito da tutti e soli i reciproci degli elementi di Im f − {0}.
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7.2.4 Un esempio: “le” funzioni quadrato e “le” funzioni estrazione di radice quadra-
ta

Sia qdr : R → R, x 7→ x2 la ordinaria funzione potenza che associa a ciascun
numero il suo quadrato

qdr : R→ R, x 7→ x2

come rivela chiaramente anche il grafico, qdr non è né iniettiva (ogni numero reale ha
lo stesso quadrato del suo opposto, e qdr−1(y) contiene due elementi se y è positivo)
né suriettiva (nessun numero reale negativo è il quadrato di un numero reale, ossia
qdr−1(y) è vuoto se y < 0). Considero allora le seguenti due restrizioni

qdr : R+ → R+, x 7→ x2fqdr : R− → R+, x 7→ x2

che sono corrispondenze biunivoche, e possiedono pertanto inversa. Le due inverse
possono venire verbalmente descritte così:

qdr
−1

: R+ → R+, x 7→ l’unico numero reale non negativo il cui quadrato è xfqdr−1 : R+ → R−, x 7→ l’unico numero reale non positivo il cui quadrato è x

la funzione qdr
−1
viene chiamata (estrazione di) radice quadrata, e qdr

−1
(x) si

denota comunemente
√
x.

La radice quadrata di un numero reale x esiste dunque soltanto se x è non
negativo, ed è a sua volta un numero reale non negativo.

E’ chiaro infine che fqdr−1 = −√x.
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qdr, qdr
−1

fqdr, fqdr−1



Capitolo 8

FUNZIONI LINEARI E AFFINI; FUNZIONI COMPOSTE

(18.X)

8.1 Funzioni lineari e affini

8.1.1 Funzioni lineari

Una funzione reale di variabile reale f si dice lineare se il suo dominio è tutto
R, e se vale la seguente proprietà, detta di omogeneità:

∀c ∈ R, ∀x ∈ R, f(cx) = cf(x)

Da ciò discende che esiste un numero reale m, e precisamente m ≡ f(1), tale che
∀x ∈ R, f(x) = mx

Per conseguenza, una funzione reale di variabile reale che sia lineare gode della
ulteriore proprietà, detta di additività:

∀x ∈ R, ∀z ∈ R, f(x+ z) = f(x) + f(z)

Il grafico di una funzione lineare è una retta passante per l’origine.
La definizione di linearità si estende, come vedremo, ben al di là delle funzioni

reali di variabile reale. In tal caso le proprietà di omogeneità ed indipendenza sono
indipendenti, e fanno parte entrambe della definizione.
8.1.2 Funzioni affini

Una funzione reale di variabile reale f si dice affine se esiste un funzione
costante g tale che la funzione differenza f − g : x 7→ f(x) − g(x) è una funzione
lineare; in particolare, il dominio di f è tutto R, ed esistono due numeri reali m e q,
precisamente m ≡ f(1)− f(0) e q ≡ f(0), tali che

∀x ∈ R, f(x) = mx+ q (8.1)

Infatti, poiché f − g è lineare, esiste m ∈ R tale che f(x)− g(x) = mx per ogni x; in
particolare f(0)−g(0) = 0, e f(1)−g(1) = m. Allora g(0) = f(0) e, se si pone appunto
q ≡ f(0), si ottiene che g, essendo costante, vale ovunque q. Ne segue che m è uguale
a f(1)− q = f(1)− f(0), e infine la (8.1).

Il grafico di una funzione affine è una retta qualunque del piano che non sia
verticale. Ogni funzione lineare è anche affine. Anche questa definizione si estende
pressoché invariata in contesti assai più generali.
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8.2 Funzioni composte

8.2.1 Definizione

Siano g : X → Z e f : Z → Y due funzioni. Poiché l’insieme Z dei valori
ammissibili per g coincide con il dominio di f , è possibile, per qualunque x ∈ X,
determinare non solo il valore g(x) assunto da g in x, ma anche il valore f(g(x))
assunto da f in g(x). La funzione composta delle funzioni f e g, denotata f ◦ g, è
la funzione per cui f(g(x)) è il valore assunto (non in g(x) ma) in x:

f ◦ g : X → Y, x 7→ f(g(x))

Quando l’insieme dei valori ammissibili per g non coincide con il dominio di
f , cioè quando g : X → Z e f : W → Y , con W 6= Z, la funzione composta f ◦ g è
definita soltanto se gli insiemi W e Im g ⊆ Z hanno intersezione non vuota. Infatti
f è definita in g(x), che per definizione di immagine di g è un elemento di Im g, se e
solo se g(x) è anche un elemento di W , che è il dominio di f . Dunque f(g(x)) esiste
se e solo se g(x) ∈ Im g ∩W = Im g ∩Df , e affinché f ◦ g sia definita occorre e basta
che l’insieme Im g ∩ Df non sia vuoto. Poiché la condizione g(x) ∈ Im g è vera per
qualunque funzione, il dominio della funzione composta f ◦ g è caratterizzato dalla
sola condizione g(x) ∈ Df , che per definizione di immagine inversa si può scrivere
anche nella forma

x ∈ g−1(Df)

Se poi non si vuol lasciare implicito il fatto che per poter scrivere l’espressione
g(x) occorre e basta che x sia un elemento del dominio di g, si ottiene la seguente
caratterizzazione, del tutto generale, del dominio di una funzione composta:

Df◦g = Dg ∩ g−1(Df )

8.2.2 Esempi

Le difficoltà principali nella determinazione di una funzione composta con-
sistono nell’esatta individuazione del dominio e nella elaborazione di una corretta
formula definitoria. Della prima ho appena parlato; per quanto concerne la secon-
da, l’unico vero ostacolo da superare sta nell’imparare ad eseguire una sostituzione
formale completa della formula che definisce la funzione g in ogni occorrenza della
variabile indipendente presente nella formula che definisce f . A tal fine, raccomando
di procedere sistematicamente (almeno per un certo periodo di tempo) servendosi di
variabili ausiliarie.

Se

f : R→ R, x 7→ 2x

g : R+ → R, x 7→√x
h : R→ R, x 7→ 1− x2
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e si vogliono determinare le funzioni f ◦ g e g ◦ h, si ottiene in primo luogo
g−1(Df) = {x ∈ Dg : g(x) ∈ Df}

=
©
x ∈ R : √x ∈ Rª

= R
Df◦g = R+ ∩ R = R+

h−1 (Dg) = {x ∈ Dh : h(x) ∈ Dg}
=

©
x ∈ R : 1− x2 ∈ R+

ª
= [−1, 1]

Dg◦h = R ∩ [−1, 1] = [−1, 1]
In secondo luogo, conviene riscrivere le formule definitorie di f e g come segue:

z = g(x) =
√
x

y = f(z) = 2z

ed è allora facile concludere per semplice sostituzione che vale

y = f(g(x)) = 2
√
x

e in definitiva

f ◦ g : R+ → R, x 7→ 2
√
x

In modo analogo, si può scrivere

z = h(x) = 1− x2
y = g(z) =

√
z

e concludere

g ◦ h : [−1, 1]→ R, x 7→
√
1− x2

8.2.3 Funzioni identità e composizione di funzioni inverse

Sia X un insieme. La funzione identità di X, denotata idX , è la funzione
che associa ad ogni elemento di X l’elemento stesso:

idX : X → X, x 7→ x

Come suggerito dalla notazione, c’è una specifica funzione identità per ogni insieme
X.

Dalle definizioni di funzione inversa e di funzione composta seguono ora le
seguenti importanti caratterizzazioni:

f−1 ◦ f = idX

f ◦ f−1 = idY
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che corrispondono, in particolare, alle formule di uso comune:

∀a ∈ R++ ∼ {1} , ∀x ∈ R, loga(expa x) = x (8.2)

∀a ∈ R++ ∼ {1} , ∀x ∈ R++, expa(loga x) = x (8.3)

∀x ∈
h
−π

2
,
π

2

i
, arcsen(senx) = x (8.4)

∀x ∈ [−1, 1] , sen(arcsenx) = x (8.5)

∀x ∈ [0,π] , arccos(cosx) = x (8.6)

∀x ∈ [−1, 1] , cos(arccosx) = x (8.7)

∀x ∈
³
−π

2
,
π

2

´
, arctg(tgx) = x (8.8)

∀x ∈ R, tg(arctgx) = x (8.9)

(22.X)
8.2.4 Semplici disequazioni esponenziali e logaritmiche

Le formule (8.2)-(8.9) si rivelano utilissime in numerosi contesti; in particolare,
i prossimi due esempi illustrano una tecnica standard per la rappresentazione delle
soluzioni di alcune disequazioni coinvolgenti le funzioni esponenziali e logaritmiche,
di tipo particolarmente semplice.

Consideriamo le seguenti disequazioni:

2x+
√
x−2 < 3 (8.10)

log 3
5

¡
2− x− x2¢ > 2 (8.11)

Prima ancora di effettuare qualunque manipolazione delle medesime, occorre stabilire
ove esse sono definite. E’ molto importante premettere l’analisi del dominio delle
funzioni che compaiono nelle (8.10)-(8.11); infatti, al termine di qualche passaggio
potremmo aver inavvertitamente trasformato le (8.10)-(8.11) in disequazioni che ci
paiono ad esse equivalenti, ma che in realtà non lo sono, perché coinvolgono funzioni
aventi dominio diverso da quelle originali. Dunque

1. per qualunque soluzione x della (8.10) deve valere x ≥ 0 (per la presenza del
termine

√
x);

2. per qualunque soluzione x della (8.11) deve valere x2 + x− 2 < 0 (non esiste il
logaritmo di un numero negativo o nullo),

x
3210-1-2-3

10

8

6

4

2

0

-2

x 7→ x2 + x− 2
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ossia −2 < x < 1.
Trasformo ora la disequazione (8.10) in una disequazione relativa ai logaritmi

in base 2 del primo e secondo membro. Ciò è possibile mantenendo il senso della
diseguaglianza, perché la funzione log2 è, al pari della funzione exp2 di cui è l’inversa,
monotòna crescente. Ottengo

log2

³
2x+

√
x−2
´
< log2 3

Applico adesso la proprietà (8.2), riducendo così la disequazione esponenziale originale
ad una più semplice disequazione, che coinvolge soltanto l’incognita e la sua radice
quadrata

x+
√
x− 2 < log2 3 (8.12)

Posso risolvere la (8.12) con la teoria delle disequazioni di secondo grado se pongo
t ≡ √x, cosa che comporta l’uguaglianza t2 = x ma anche la restrizione t ≥ 0 (tieni
a mente le considerazioni del paragrafo 7.2.4)½

t2 + t− 2− log2 3 < 0
t ≥ 0 (8.13)

x
3210-1-2-3

8

6

4

2

0

-2

-4

t 7→ t2 + t− 2− log2 3
Mentre le soluzioni della disequazione t2+ t−2− log2 3 < 0 sono espresse dalla

condizione

t >
−1 +p9 + 4 log2 3

2
oppure t <

−1−p9 + 4 log2 3
2

per risolvere il sistema (8.13) si devono trascurare, fra le precedenti, quelle di segno
negativo. Ottengo

t >
−1 +p9 + 4 log2 3

2

e in definitiva (da x = t2)∗

x >
5

2
+ log2 3−

r
9

4
+ log2 3

∗questo rende la condizione risultante dal punto 1 sopra certamente soddisfatta
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Procedo in modo analogo per risolvere la (8.11), passando questa volta non
ai logaritmi ma alle potenze di base 3

5
che hanno come esponenti il primo e secondo

membro, tenendo conto del fatto che la funzione exp 3
5
è decrescente (base minore di

1) e che quindi la diseguaglianza si inverte,µ
3

5

¶log 3
5
(2−x−x2)

<

µ
3

5

¶2
Grazie alla proprietà (8.3), ottengo

2− x− x2 < 9

25

cioè

x2 + x− 41
25
> 0

Le soluzioni di quest’ultima disequazione sono

x <
−25−√141

50
∼= −37

50
= −0.74 oppure x >

−25 +√141
50

∼= −13
50
= −0.26

Ricordando quanto stabilito nell’analisi del dominio (punto 2), si conclude che l’in-
sieme delle soluzioni della (8.11) è#

−2, −25−
√
141

50

"[#
−25 +√141

50
, 1

"



Capitolo 9

NUMERI NATURALI E PRINCIPIO DI INDUZIONE

9.1 L’insieme dei numeri naturali

9.1.1 Premessa

Di tutti gli insiemi numerici, quello con cui abbiamo una certa dimestichezza
fin dalla prima infanzia è l’insieme di cui ci serviamo nel riordinare e contare piccoli
gruppi di oggetti. Come tutto ciò che viene fatto entrare nella nostra mente da
molto piccoli, ci induciamo a dubitare che si tratti di una creazione squisitamente
umana, propria di culture e civiltà storicamente determinate (come la nostra o quella
di chi ci ha allevato), quindi parzialmente fallace e destinata con buona probabilità
a venire presto o tardi abbandonata; e gli attribuiamo delle qualità assolute, finendo
col ritenerlo vero, indiscutibile, profondamente insito nella natura (nostra e/o del
mondo), eterno, e quant’altro. Ciò porta a compiere non pochi errori, e finanche ad
ostacolare il raggiungimento di una comprensione critica di quanto stiamo facendo
allorché ce ne serviamo per i nostri scopi, che sono spesso molto concreti.

Per quanto ciò possa stupire, questo è stato anche l’atteggiamento di molti
matematici al riguardo, cosa che spiega tra l’altro anche il nome dato a questo insieme.
Nonostante ciò, il problema della definizione rigorosa dell’insieme dei numeri naturali
è stato affrontato da molti ed è tuttora oggetto d’indagine, il che vuol dire che non c’è
motivo di ritenerlo risolto in via definitiva. Una soluzione al riguardo a lungo accettata
e tuttora comunenemente insegnata è costituita dal sistema di assiomi cosiddetto di
Peano, che mi accingo a presentare.

L’idea insita nella formulazione di Peano consiste nel dare un ruolo centrale
all’aspetto ordinale dell’insieme dei numeri naturali (d’ora in poi N). Con questo
si intende che gli elementi di N si presentano disposti “uno dopo l’altro”, per cui
imparare a conoscerli significa in primo luogo imparare a sapere quale di essi viene
dopo quello che si è appena nominato, quale ancora dopo, e così via per un bel po’...

Personalmente ritengo che da fanciulli si impari a memoria una lista di nomi
“in fila” come una filastrocca, molto prima prima di riuscire a servirsi di questi nomi
per contare “quante” bamboline o quanti cioccolatini si hanno in mano (questo è
l’aspetto cardinale). Da questo punto di vista l’idea di Peano mi sembra molto
convincente. In proposito, mi pare che lo sforzo attualmente compiuto nelle scuole
elementari per fare interiorizzare ai bambini l’idea di corrispondenza biunivoca, in
modo che la associno a quella di numero, sia leggermente esagerato.

Comunque nel sistema di assiomi di Peano compare in modo essenziale una
funzione, denotata s, che corrisponde proprio al passaggio da un numero naturale n
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a quello che viene dopo di lui, s(n), il successivo di n; o almeno questa è l’interpre-
tazione che ti raccomando di dare agli assiomi per riuscire a fartene una ragione.
9.1.2 Il sistema degli assiomi di Peano per l’insieme dei numeri naturali

Gli assiomi sono 5, e si è effettivamente giunti a stabilire che essi sono indipen-
denti (nessuno è una conseguenza logica degli altri)∗. Più delicata è la questione se
essi definiscano uno e un solo insieme. Eccoli:

1. esiste un insieme, N, ed esiste un elemento, 0, per cui si ha

0 ∈ N

2. in N è definita una funzione

s : N 7→ N, n 7→ s(n)

3. s è iniettiva

4. non esiste alcun n ∈ N per cui valga
s(n) = 0

5. qualunque sia X ⊆ N, vale
(0 ∈ X) ∧ (∀n ∈ N, n ∈ X ⇒ s(n) ∈ X)

⇓

X = N

9.1.3 Osservazioni

L’importanza di postulare l’esistenza di ciò che si definisce, come fa l’assioma
1, non può essere sottovalutata, anche se in altri contesti la definizione di un concetto
può essere seguita da un’argomentazione tendente a stabilire che vi sono realmente
oggetti compresi in quel concetto. L’elemento 0 si chiama “naturalmente” (in ital-
iano): “zero”; esso ha un ruolo speciale, in virtù dell’assioma 4, il quale afferma che
0 non viene dopo alcun altro elemento di N. Sorge subito la questione se 0 sia l’unico
elemento di N ad avere tale proprietà. La risposta è affermativa, come mostrerò fra
poco. In virtù dell’assioma 2, d’altro canto, tutti gli elementi di N hanno un succes-
sivo, perché la funzione s ha N come dominio. Inoltre, in base all’assioma 3, nessun
elemento di N è successivo di due elementi distinti di N. Infine, l’assioma 5 stabilisce
che N non ha sottoinsiemi propri che siano “chiusi” rispetto all’operazione di passag-
gio al successivo, cioè che contengano i successivi di tutti i propri elementi. In questo
senso N è “il più piccolo” insieme (o uno dei più piccoli...) che sia chiuso rispetto
a tale operazione. Osserva che il secondo congiunto nell’antecedente dell’assioma 5
può venire enunciato anche in modo più compatto, dando luogo ad una formulazione
alternativa dell’assioma:
∗E’ però possibile dare sistemi di assiomi diversi da quello di Peano, in numero minore, da cui

gli assiomi di Peano possono essere dedotti.
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5’. qualunque sia X ⊆ N, vale

[(0 ∈ X) ∧ (s(X) ⊆ X)]⇒ X = N

L’assioma dà luogo ad un principio dimostrativo di fondamentale importanza,
il principio di induzione, e talvolta ci si riferisce all’assioma 5 stesso con questo
termine.
9.1.4 Il principio di induzione

Sia P (n) un predicato contenente la variabile n, che si intende libera nell’insieme dei
numeri naturali N. Con il nome di principio di induzione ci si riferisce alla seguente
regola di deduzione:

Dalla verità delle due proposizioni

P (0) (9.1)

∀n ∈ N, P (n)⇒ P (s(n)) (9.2)

si trae la verità della proposizione

∀n ∈ N, P (n) (9.3)

Una dimostrazione “per induzione” si basa su questa regola; al fine di stabilire
la verità della (9.3) nel caso di una particolare proprietà P , essa procede in due stadi,
corrispondenti alle (9.1) e (9.2). Nel primo stadio, detto passo iniziale, si fa vedere
che la proprietà vale per il numero 0; nel secondo, detto passo induttivo, si fa vedere
che, basandosi sulla sola validità della proprietà per un particolare numero (“n”), si
può stabilire la validità della proprietà per quello che gli è successivo (“s(n)”), in un
modo che non dipende da quale specificamente sia tale numero (“∀n ∈ N”).

La validità del principio di induzione si appoggia interamente sull’assioma 5.
Ponendo

X ≡ {n ∈ N : la proposizione P (n) è vera}

si ha immediatamente che la verità delle (9.1)-(9.2) equivale a quella delle proposizioni

0 ∈ X

∀n ∈ N, n ∈ X ⇒ s(n) ∈ X

Se queste sono vere, dall’assioma 5 si conclude che X è uguale a N, ossia che è vera
la (9.3).

Esistono versioni alternative del principio di induzione, che ne differiscono per
qualche particolare, e verranno enunciate al paragrafo 9.1.7. Per il momento, mi servo
del principio di induzione per stabilire che, come ho anticipato, 1 è l’unico elemento
di N a non essere successivo di alcun elemento di N. In altre parole,

{0} ∪ Im s = N (9.4)
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Dimostrazione dell’enunciato (9.4) mediante il principio di induzione.
Sia

X ≡ {0} ∪ Im s
1. (Passo iniziale) Immediato, visto che 0 appartiene ad X per definizione.

2. (Passo induttivo) In primo luogo X è effettivamente un sottoinsieme di N,
perché, per l’assioma 1, 0 è un elemento di N, e, per l’assioma 2, s è a valori
in N., cosicché Im s ⊆ N. Qualunque sia n allora, se n appartiene a X s(n) è
ben definito, perché il dominio di s è N. (sempre per l’assioma 2). Dunque s(n)
esiste, e in tal caso appartiene a Im s, quindi a X.

Per l’assioma 5, X = N.
9.1.5 Le operazioni nell’insieme dei numeri naturali

In termini molto generali, una operazione binaria è semplicemente una
funzione

f : X × Y → Z

dove X, Y , e Z sono insiemi qualsiasi. Di regola però un’operazione non è rappre-
sentata dal simbolo funzionale f ma da uno specifico simbolo operatorio (come +, ·,
etc.). Così anziché f(x, y) si scrive†

x> y

Inoltre, x e y vengono chiamati operandi. Se vale X = Y = Z, si dice che X è
dotato di una operazione interna. Probabilmente tutte le operazioni che conosci
sono binarie.

Anche la definizione delle consuete operazioni di addizione, moltiplicazione,
ed elevamento a potenza può venire fondata interamente sugli assiomi di Peano.
Ciò avviene definendo in primo luogo il risultato di ciascuna operazione allorché
il secondo operando sia 0 (con un primo operando qualunque); in secondo luogo,
definendone il risultato quando il secondo operando sia il successivo di un numero che è
già comparso come secondo operando in precedenti istanze della definizione (sempre
con un primo operando qualunque). Un tal genere di definizione viene chiamata
ricorsiva. Invocando ancora l’assioma 5, si stabilisce che l’insieme delle coppie di
numeri per le quali l’operazione risulta definita è N× N, dunque che la definizione è
completa.

Per quanto ad un primo esame la definizione delle operazioni elementari in
modo ricorsivo possa sembrare oscura, e distante dall’idea di operazione che comune-
mente si ha, essa è più prossima di quanto si creda all’esperienza infantile che pre-
siede all’apprendimento di queste operazioni. Inoltre, essa è particolarmente adatta
ad essere tradotta in un insieme di istruzioni che devono venire eseguite da una
macchina.

†uso un simbolo abbastanza “strano” di proposito, in modo che tu non lo confonda con alcuna
delle operazioni che conosci, per chiarire che quanto detto vale per qualunque operazione binaria
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1. Addizione

∀m ∈ N,

(a)

m+ 0 ≡ m

(b)

∀ ∈ N, m+ s(n) ≡ s(m+ n)

2. Moltiplicazione

∀m ∈ N,

(a)

m · 0 ≡ 0

(b)

∀ ∈ N, m · s(n) ≡ m · n+m

3. Elevamento a potenza

∀m ∈ N,

(a)

m0 ≡ s(0)

(b)

∀ ∈ N, ms(n) ≡ mn ·m

Per renderti conto del modo di operare di queste definizioni mediante un esem-
pio, considera quella relativa all’addizione. In primo luogo la definizione stabilisce che
sommare 0 ad un numero consiste semplicemente nel lasciarlo invariato. In secondo
luogo, diamo per scontato che, come accade, il simbolo convenuto per rappresentare
s(0) sia 1, quello convenuto per s(1) sia 2, e così via fino a 7, che rappresenta s(6)
(basta così per i prossimi due esempi). Applicando una volta la seconda parte della
definizione

m+ 1 = m+ s(0)

= s(m+ 0)

= s(m)
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si stabilisce che sommare 1 (cioè il successivo di 0) ad un qualunque numerom coincide
con passare al successivo di m; e in seguito potremo sostituire l’espressione m+ 1 al
posto di s(m) ogni volta che lo vorremo. Infine, supponi di voler eseguire l’addizione
di 4 con 3. I passaggi che seguono consistono nell’applicazione ripetuta della seconda
parte della definizione, e in una singola applicazione della prima; ad ogni passaggio,
si utilizzano anche le convenzioni dette.

4 + 3 = 4 + s(2)

= s(4 + 2)

= s(4 + s(1))

= s(s(4 + 1))

= s(s(4 + s(0)))

= s(s(s(4 + 0)))

= s(s(s(4)))

= s(s(5))

= s(6)

= 7

Dovrebbe allora risultare chiaro che sommare 3 a 4 con la presente definizione cor-
risponde per intero all’enunciato tradizionale: “aggiungi a 4 tante unità (opera col
passaggio al successivo tante volte) quante sono quelle contenute in 3 (quante volte
si deve passare al successivo partendo da 0 per ottenere 3)”.

L’interpretazione delle altre due definizioni è del tutto analoga, e ti invito a
rendertene conto direttamente con esempi simili al precedente.

Risulta dalle definizioni date che l’addizione e la moltiplicazione godono delle
seguenti proprietà‡:

commutativa

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, m+ n = n+m e mn = nm (9.5)

associativa

∀l ∈ N, ∀m ∈ N,∀n ∈ N, l + (m+ n) = (l +m) + n e l(mn) = (lm)n (9.6)

distributiva

∀l ∈ N,∀m ∈ N,∀n ∈ N, l (m+ n) = lm+ ln (9.7)

leggi di cancellazione

∀l ∈ N, ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, l +m = l + n⇒ m = n (9.8)

∀l ∈ N, ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, (lm = ln) ∧ (l 6= 0)⇒ m = n (9.9)

‡D’ora in poi lascio scrivo direttamente mn anziché m · n per indicare il prodotto di m con n, e
mi attengo alla consueta regola di precedenza della moltiplicazione sull’adddizione per risparmiare
parentesi.
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∀m ∈ N, ∀n ∈ N, m+ n = 0⇒ m = n = 0 (9.10)

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, mn = 0⇒ (m = 0) ∨ (n = 0) (9.11)

esistenza dell’elemento neutro

∀n ∈ N, n+ 0 = 0 + n = n (9.12)

∀n ∈ N, n1 = 1n = n (9.13)

e che l’elevamento a potenza gode delle seguenti proprietà:

∀l ∈ N, ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, lm+n = lmln (9.14)

∀l ∈ N, ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, (lm)n = lnmn (9.15)

∀l ∈ N, ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, lmn = (lm)n (9.16)

∀n ∈ N,
¡
n1 = n

¢ ∧ (1n = 1) (9.17)

9.1.6 Ordine in N
E’possibile definire in N due relazioni di ordine, una stretta e l’altra debole,

basandosi sull’operazione di addizione:

m ≤ n se ∃x ∈ N, m+ x = n
m < n se ∃x ∈ N ∼ {0} , m+ x = n

Risulta inoltre dalla definizione che vale m < n se e solo se vale m ≤ n e m 6= n;
che 0 < n qualunque sia n 6= 0, e che < e ≤ sono connesse. Per conseguenza della
connessione e della proprietà antisimmetrica di ≤, vale la seguente proprietà, detta
legge di tricotomia:

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, (m < n) ∨ (m = n) ∨ (n < m) (9.18)

Se X è un sottoinsieme di N, si chiamaminimo di X, e si denota minX, ogni
elemento m ∈ X tale che

∀n ∈ X, m ≤ n
Poiché la relazione ≤ è antisimmetrica, vi è al più un elemento minimo per qualunque
sottoinseme X di N. Inoltre, N si dice bene ordinato dalla relazione ≤, nel senso
che esiste un elemento minimo per ogni sottoinsieme non vuoto di N.

E’ utile per quanto seguirà introdurre la seguente notazione:
←−n ≡ {m ∈ N : 1 ≤ m ≤ n}
←−n0 ≡ {m ∈ N : 0 ≤ m ≤ n} = {0} ∪←−n
−→n ≡ {m ∈ N : n ≥ m} = n+ N = {n, n+ 1, . . . }

risultando così
←−n ∩−→n = {n}

←−
1 = {1} −→

1 = N ∼ {0}
←−
10 = {0, 1} −→

10 = N
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9.1.7 Altre forme del principio di induzione

Una volta introdotta l’addizione, possiamo enunciare di nuovo il principio di
induzione usando la notazione additiva.

Dalla verità delle due proposizioni

P (0) (9.19)

∀n ∈ N, P (n)⇒ P ((n+ 1)) (9.20)

si trae la verità della proposizione

∀n ∈ N, P (n) (9.21)

Inoltre, capita talvolta di incontrare proprietà che sono soddisfatte non per
tutti i numeri naturali ma per tutti quelli che sono maggiori di un numero fissato,
ad esempio da 1 in poi, o da 5 in poi, etc.. Per mostrare la validità generale di tali
proprietà non possiamo allora servirci a rigore del principio così come è enunciato,
ma dobbiamo ricorrere ad una sua riformulazione che ne è diretta conseguenza.

Sia m un numero naturale fissato. Dalla verità delle due proposizioni

P (m) (9.22)

∀n ∈ −→m , P (n)⇒ P ((n+ 1)) (9.23)

si trae la verità della proposizione

∀n ∈ −→m , P (n) (9.24)

Infine, risulta talvolta difficile compiere il passo induttivo di una dimostrazione
per induzione, in cui si deve stabilire la validità di una proprietà per il successivo di un
numero, basandosi sulla sola validità della proprietà per quel numero; e appare neces-
sario o comunque più agevole basarsi sulla validità della proprietà per quel numero e
per tutti i precedenti. Ciò non infirma la validità del ragionamento, come è stabilito
dalla seguente riformulazione del principio di induzione, denominata principio di
induzione completa.

Dalla verità delle due proposizioni §

P (0) (9.25)

∀n ∈ N, [∀k ∈ −→n , P(n)]⇒ P ((n+ 1)) (9.26)

si trae la verità della proposizione

∀n ∈ N, P (n) (9.27)

§Se ti risulta più facile, pensa all’espressione [∀k ∈ −→n , P (n)], come se fosse scritta così:
[P (0) ∧ P (1) ∧ · · · ∧ P (n)]
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9.1.8 Due applicazioni del principio di induzione

Dimostro adesso per induzione la verità delle seguenti proposizioni:

∀n ∈ −→1 , 1 + 2 + · · ·+ n = n (n+ 1)

2
(9.28)

∀n ∈ N, ∀h > −1, (1 + h)n ≥ 1 + nh (9.29)

La prima afferma che la somma dei primi n numeri naturali è uguale al semiprodotto
di n con il suo successivo; la seconda prende il nome di disuguaglianza di Bernoulli.
Procedo in parallelo, utilizzando la forma (9.22)-(9.24) del principio di induzione per
dimostrare la (9.28), e la forma (9.19)-(9.21) per dimostrare la (9.29).

Passo iniziale. Ponendo n = 1 nella (9.28), risulta l’uguaglianza 1 = 1, che
è vera. Ponendo n = 0 nella (9.29), risulta la disuguaglianza 1 ≥ 1, che è vera.

Passo induttivo. Mostro che valgono le due seguenti proposizioni:

∀n ∈ −→1 ,

1 + 2 + · · ·+ n = n (n+ 1)

2
=⇒ 1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) = (n+ 1) (n+ 2)

2
(9.30)

e

∀n ∈ N, ∀h > −1, (1 + h)n ≥ 1 + nh =⇒ (1 + h)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)h (9.31)

Infatti, qualunque sia n ∈ −→1 ,

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
n (n+ 1)

2
+ (n+ 1)

=
n (n+ 1) + 2 (n+ 1)

2

=
(n+ 1) (n+ 2)

2

dove la prima uguaglianza risulta dall’antecedente della (9.30), e le altre due sono
semplice algebra delle frazioni.

Inoltre, premesso che dalla verità della proposizione

∀n ∈ N, (1 + h)n ≥ 1 + nh

si trae, moltiplicando ambo i membri della disuguaglianza per il numero positivo¶

(1 + h), la verità della proposizione

∀n ∈ N, (1 + h)n (1 + h) ≥ (1 + nh) (1 + h) (9.32)

¶E’ esattamente qui che interviene l’ipotesi che h sia maggiore di −1.
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per ogni n ∈ N si ha:

(1 + h)n+1 = (1 + h)n (1 + h)

≥ (1 + nh) (1 + h)

= 1 + nh+ h+ nh2

≥ 1 + (n+ 1)h

dove la prima uguaglianza segue dalla proprietà (9.14) dell’elevamento a potenza, la
prima disuguaglianza è l’effetto combinato dell’antecedente di (9.29) e dell’ipotesi su
h, che forniscono la (9.32), la seconda uguaglianza è semplice algebra, e la seconda
disuguaglianza segue dal fatto che il termine nh2 è non negativo.

Da un riesame accurato dell’argomentazione svolta per dimostrare la (9.29),
si raggiunge la seguente conclusione:

La disuguaglianza di Bernoulli ( 9.29) vale come ugugaglianza se e soltanto se
h = 0 oppure n∈ ←−1 0.
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10.0.9 L’insieme dei numeri interi

La nozione di numero intero corrisponde all’idea elementare di differenza fra due
NUMERI NATURALI02, anche quando tale differenza non è eseguibile in , e a
meno di ”duplicazioni” dovute al fatto che tale differenza non cambia se si ag-
giunge lo stesso numero sia al primo che al secondo. Formalmente, è definito come
l’INSIEME QUOZIENTE172 dell’insieme delle COPPIE ORDINATE159 di numeri
naturali rispetto alla RELAZIONE DI EQUIVALENZA170 così definita:

munito delle due OPERAZIONI29 (tralasciando la notazione riferita alle clas-
si):

Nell’uso comune è indicato con se e con se ; la classe è indicata con .

10.0.10 Insiemi numerabili

Un insieme si dice numerabile quando si può mettere in CORRISPONDENZA BIU-
NIVOCA103 con l’insieme dei NUMERI NATURALI02.

Sono numerabili: l’INSIEME DEGLI INTERI20 e l’INSIEME DEI RAZION-
ALI19, ogni SOTTOINSIEME62 INFINITO85 di , , , il PRODOTTO CARTE-
SIANO159 di un numero finito di insiemi numerabili, e l’UNIONE65 di ogni FAMIGLIA07
numerabile di insiemi numerabili.

Non è numerabile (PROCEDIMENTO DIAGONALE DI CANTOR40) l’in-
sieme dei REALI03.

10.0.11 L’insieme dei numeri razionali

La nozione di numero razionale corrisponde all’idea elementare di frazione, inclu-
siva delle operazioni abituali, e a meno di ”duplicazioni” dovute alla presenza di
fattori comuni fra numeratore e denominatore. L’uso del (tradizionale) simbolo ,
dove e sono NUMERI INTERI20, il secondo diverso da zero, allude ad una divisione
che si preferisce lasciare indicata piuttosto che eseguire. Formalmente, l’insieme dei
razionali è un CAMPO ORDINATO34 definibile come

l’INSIEME QUOZIENTE172 di rispetto alla RELAZIONE DI EQUIVALEN-
ZA170:

munito delle due OPERAZIONI29 (si tralascia la notazione in termini di
classi):
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e della RELAZIONE D’ORDINE(TOTALE174 ):

10.0.12 Insiemi limitati e illimitati

Un SOTTOINSIEME62 di un INSIEME60 su cui sia definita una RELAZIONE DI
ORDINE174 (o di PREORDINE) si dice limitato inferiormente quando ammette
una LIMITAZIONE INFERIORE OMINORANTE90, si dice limitato superiormente
quando ammette una LIMITAZIONE SUPERIORE O MAGGIORANTE90. Un
insieme si dice limitato quando lo è sia inferiormente che superiormente.

Gli insiemi non limitati (inferiormente, superiormente) si dicono illimitati (il-
limitati a sinistra, illimitati a destra, se l’insieme è e la relazione è quella di o quella
di ).

10.0.13 Valore assoluto di un numero reale

Con il concetto di valore assoluto si vuol esprimere un’idea di ”grandezza”, negli
insiemi numerici, che sia indipendente dal SEGNO20. Se è un numero REALE03, il
suo valore assoluto è indicato con il simbolo , ed è definito come segue:

Il valore assoluto di un numero è dunque uguale al numero stesso quando
questo è positivo o nullo, ed è uguale al suo opposto quando questo è negativo.

E’ importante osservare che, in virtù della definizione, si ha: .

10.0.14 Gruppi

Si dice gruppo un INSIEME00060 munito di un’OPERAZIONE INTERNA00029 per
cui valgono i seguenti assiomi:

G1) (proprietà associativa)
G2) (esistenza dell’elemento neutro)
G3) (esistenza del simmetrico di ogni elemento)
Si dimostra che l’elemento neutro e il simmetrico di una qualunque elemen-

to sono unici. Si dice anche che forma un gruppo rispetto all’operazione ; più
precisamente, ci si riferisce al gruppo come alla COPPIA159 .

10.0.15 Gruppi abeliani

Un GRUPPO 00030 si dice abeliano o commutativo se in esso vale l’assioma:
G4) (proprietà commutativa:)
.

10.0.16 Campi

Si dice campo un INSIEME00060 munito di due OPERAZIONI INTERNE00029 per
cui valgano i seguenti assiomi:

C1) forma un GRUPPO ABELIANO00031 rispetto a ;
C2) se è l’ELEMENTO NEUTRO00030 di rispetto a , forma un gruppo

abeliano rispetto a ;
C3) (proprietà distributiva)
.
Dagli assiomi C1)-C3) segue la legge di cancellazione:
C4)
Ci si riferisce ad un campo come alla TERNA159 .
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10.0.17 Campi ordinati

Un CAMPO33 si dice un campo ordinato o anche campo totalmente ordinato se
in esso è definita una RELAZIONE DI ORDINE TOTALE174 in modo che siano
soddisfatte, in aggiunta, le due seguenti proprietà di compatibilità con le operazioni
e :

CO1)
CO2) se denota l’elemento neutro di rispetto a ,
Numerose ALTRE PROPRIETÀ DEI CAMPI ORDINATI37 sono conseguen-

za del fatto che è un campo e delle proprietà CO1) e CO2)

10.0.18 Sezioni di un insieme ordinato

Sia un INSIEME60 TOTALMENTE ORDINATO174 da una RELAZIONE DI OR-
DINE DEBOLE174 . Si dice sezione di una PARTIZIONE171 di in due insiemi da
essa SEPARATI91. La coppia di SOTTOINSIEMI62 di è dunque una sezione di se:

;
.
Un elemento si dice elemento separatore della sezione se vale:
.

10.0.19 Completezza di insiemi totalmente ordinati

Sia un INSIEME60 TOTALMENTE ORDINATO174 da una RELAZIONE DI OR-
DINE DEBOLE174 . si dice completo se soddisfa il seguente assioma (detto appunto
di assioma di completezza):

ogni SEZIONE 35 di ammette almeno un ELEMENTO SEPARATORE 35.
Rispetto alla RELAZIONE DI MINORE OD UGUALE 190, , risultano com-

pleti L’INSIEME DEI NUMERI NATURALI 2 , L’INSIEME DEI NUMERI INTERI
20 , e L’INSIEME DEI NUMERI REALI 3 , mentre non è completo L’INSIEME DEI
NUMERI RAZIONALI 19

10.0.20 Altre proprietà dei campi ordinati

In un qualunque CAMPO ORDINATO34 valgono le seguenti proprietà:
CO3) ;
CO4) ;
CO5) ;
CO6) ;
CO7) ;
CO8) ; in particolare, ;
CO9) ;
dove si sono indicati con e gli ELEMENTI NEUTRI30 rispetto a e a , e con

e gli ELEMENTI SIMMETRICI30 di rispetto a e a , rispettivamente. La proprietà
CO9) è chiamata proprietà di densità.

10.0.21 Insiemi separati da una relazione d’ordine

Sia un INSIEME60 TOTALMENTE ORDINATO174 da una RELAZIONE DI OR-
DINE DEBOLE174 . Due SOTTOINSIEMI62 di si dicono separati da se ogni
elemento di precede ogni elemento di :
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Capitolo 12

SUCCESSIONI E PROGRESSIONI

12.1 Successioni

12.1.1 Insiemi finiti, infiniti, numerabili

Un insieme X si dice finito se, per qualche numero naturale n, X può essere
messo in corrispondenza biunivoca con l’insieme ←−n dei primi n numeri naturali di-
versi da 0. In tal caso si dice che n è la cardinalità di X, o più semplicemente il
numero degli elementi di X. Si può anche dire che X viene “contato” mediante la cor-
rispondenza biunivoca che si istituisce fra X e←−n . Si dimostra che questa definizione
è sensata, perché vi è al più un n per cui ciò accade.

Un insieme che non è finito si dice infinito. N è infinito, e, per quanto possa
sembrare ovvio, ciò richiede una dimostrazione. E’ infinito anche ogni insieme che
può essere messo in corrispondenza biunivoca con un insieme infinito, oppure che
contiene un insieme infinito. Un insieme infinito può essere messo in corrispondenza
biunivoca con un suo sottoinsieme proprio. Ciò è illustrato dalla funzione

f : N→ P, n 7→ 2n

che è una corrispondenza biunivoca dell’insieme dei numeri naturali con l’insieme P
dei numeri naturali pari.

Un insieme X si dice numerabile se X può essere messo in corrispondenza
biunivoca con N. Sono numerabili Z, Q, e più in generale l’unione e il prodotto
cartesiano di un numero finito di insiemi numerabili (ed anche l’unione di una famiglia
numerabile di insiemi numerabili). Infine, si dimostra che R non è numerabile.
12.1.2 Definizione di successione

Sia X un insieme. Una successione in X, o a valori inX, è una funzione f :
N→ X avente N per dominio e X per insieme dei valori ammissibili. Frequentemente
viene chiamata successione in X anche una funzione f : Df → X per cui Df è un
sottoinsieme infinito di N. Di regola anziché f(n) si scrive xn, e l’immagine della
successione f viene denotata {xn}n∈N anzixhé f(N) o Im f . Il termine xn viene detto
termine generale della successione, di indice n.

Molto spesso il simbolo {xn}n∈N viene usato per denotare la successione stes-
sa, e non solo la sua immagine. Questa abitudine è infelice, perché dà luogo ad una
notevole confusione. In questi appunti, il simbolo {xn}n∈N non denota mai una suc-
cessione, che è una funzione, ma la sua immagine, che è un insieme (per la precisione,
un sottoinsieme diX). Il simbolo che rappresenta la successione avente {xn}n∈N come
immagine è (xn)n∈N, e talora più semplicemente x (in grassetto).
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Se X è uguale a Z, (rispettivamente Q, R) la successione si dice intera
(razionale, reale). Se x = (xn)n∈N è una successione qualunque e h = (nk)k∈N
è una successione in N crescente, la funzione composta x ◦ h = (xnk)k∈N si chiama
sottosuccessione di x, o di (xn)n∈N.

Una successione x si dice periodica, o ciclica, se esiste un numero naturale
p, detto periodo della successione, tale che

∀n ∈ N, xn+p = xn (12.1)

Esempi:

a = (an)n∈N ≡
µ
1

n

¶
n∈N

(12.2)

b = (bn)n∈N ≡ (πn)n∈N (12.3)

c = (cn)n∈N ≡ ((−1)n)n∈N (12.4)

d = (dn)n∈N ≡ (1 + (−1)n)n∈N (12.5)

k = (kn)n∈N ≡ (2n)n∈N (12.6)

c ◦ k = (zkn)n∈N =
¡
(−1)2n¢

n∈N = (1)n∈N (12.7)

u = (un)n∈N ≡
µ
(−1)n n− 1

n

¶
n∈N

(12.8)

v = (vn)n∈N ≡
³
cos

nπ

3

´
n∈N

(12.9)

La a (12.2) è la successione razionale dei reciproci dei numeri naturali, il cui
insieme immagine abbiamo già studiato attentamente. La b (12.3) è la successione
razionale delle potenze di π. La c (12.4) è la successione intera delle potenze di
−1; a differenza delle precedenti, la sua immagine {(−1)n}n∈N è un insieme finito,
e precisamente {−1, 1}; i due valori sono assunti in modo alterno, perché i termini
di indice dispari sono uguali a −1 e quelli di indice pari sono uguali a 1; la c è
periodica, di periodo 2. Stessa situazione per la successione d (12.5), la cui immagine
è però l’insieme {0, 1}. La k (12.6) è la successione (in N) dei numeri pari; essa è
crescente, e la sua immagine è l’insieme P menzionato poco fa. La c ◦ k (12.7) è una
sottosuccessione della c, ottenuta per composizione con la (12.6), ossia restringendone
il dominio a P ; si tratta di una successione costante, con immagine uguale a {1}.
Altrettanto costante, con immagine uguale a {−1}, è la sottosuccessione

(c2n+1)n∈N

ottenuta dalla (12.6) per composizione con la successione crescente

h = (hn)n∈N ≡ (2n+ 1)n∈N
ossia restringendone il dominio all’insieme D = N−P dei numeri naturali dispari. La
u (12.8) è una successione razionale, dai termini di segno alterno, positivo quelli di
indice pari e negativo quelli di indice dispari; il valore assoluto del termine generale è
1− 1

n
, e al crescere dell’indice i termini di indice pari si avvicinano a 1, quelli di indice
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dispari a −1. Anche l’immagine della v (12.9) è un insieme finito, precisamente©−1,−1
2
, 1
2
, 1
ª
. I termini il cui indice appartiene alla classe di congruenza [0]6, (i

multipli di 6), sono uguali a 1; quelli con l’indice in [3]6 sono uguali a −1; lascio a te
determinare in quali classi stanno gli indici dei termini che sono uguali a 1

2
oppure a

−1
2
; v è periodica di periodo 6.

12.1.3 Proprietà definitive e frequenti

Uno degli aspetti centrali nello studio delle successioni è la determinazione del
loro comportamento asintotico o, come talvolta si dice, del loro carattere. Con
ciò si intendono qualificare le proprietà delle successioni che non dipendono da sot-
toinsiemi finiti di indici, per quanto questi siano grandi. Benché spesso si tenda con
qualche successo a farsi un’idea delle proprietà godute da una successione calcolan-
done esplicitamente un numero finito di termini, le proprietà cosiddette asintotiche di
una successione in realtà valgono anche se si trascurano o addirittura si sopprimono
i primi cento termini, o il primo miliardo di termini, o un qualunque insieme finito di
termini.

Sia dunque P (x) un predicato contenente la variabile libera x, appartenente
all’insieme dei valori ammissibili X di una successione. Si dice che la successione x
soddisfa frequentemente la proprietà P , o che P (xn) vale frequentemente, o è
vera frequentemente, se l’insieme degli indici n per cui P (xn) è vera è infinito; o se,
come anche si dice, infiniti termini di x soddisfano P . Si dice poi che la successione
x soddisfa definitivamente la proprietà P , o che P (xn) vale definitivamente, o
è vera definitivamente, se l’insieme degli indici n per cui P (xn) è falsa è finito; o se,
come anche si dice, tutti termini di x salvo al più un numero finito soddisfano P ; o
ancora, se P (xn) è vera “da un certo indice in poi”.

∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ P (xn)

E’ chiaro che se la successione x soddisfa definitivamente la proprietà P , la soddisfa
anche frequentemente; mentre il viceversa non è vero.

Ad esempio, le successioni (12.4), (12.8) e (12.9) sono frequentemente positive,
ed anche frequentemente negative (ma non lo sono definitvamente); la successione
(12.2) è definitivamente minore di qualunque numero reale positivo, come già visto
nel capitolo ??. Faccio vedere in dettaglio che la successione (12.3) è definitivamente
maggiore di qualunque numero realeM , con una applicazione della disuguaglianza di
Bernoulli (9.29).

In primo luogo, la successione è sempre maggiore di M , e non solo definitiva-
mente, se M ≤ 0. In secondo luogo, poiché π è maggiore di 3, anche πn è maggiore
di 3n qualunque sia n. Posto h = 2 nella disuguaglianza di Bernoulli, si ha

∀n ∈ N, πn > 3n = (1 + 2)n > 1 + 2n

e di conseguenza per ogni M > 0 vale

∀n ∈ N, n ≥ M − 1
2
⇒ πn > M
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12.1.4 Successioni limitate, non limitate, monotòne

Sia X un insieme ordinato da una relazione di ordine debole ¹, sia ≺ la
relazione stretta associata a ¹ (x ≺ y se x ¹ y e x 6= y), e siano º e Â le relazioni
inverse di ¹ e ≺.

Se x = (xn)n∈N è una successione in X, x si dice limitata (rispettivamente
inferiormente, o superiormente limitata) se il suo codominio {xn}n∈N è un sot-
toinsieme limitato (inferiormente, superiormente limitato) di X, ossia se esistono
elementi x, x di X (risp. soltanto x, o soltanto x), tali che

∀n ∈ N, x ¹ xn ¹ x
La successione x = (xn)n∈N si dice

∗:

1. monotòna crescente, o strettamente crescente, se

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m⇒ xn Â xm

2. monotòna non decrescente, o debolmente crescente, se

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m⇒ xn º xm

3. monotòna decrescente, o strettamente decrescente, se

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m⇒ xn ≺ xm

4. monotòna non crescente, o debolmente decrescente, se

∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m⇒ xn ¹ xm

Ad esempio, sono limitate le successioni a, c, d, u, e v sopra definite; sono
limitate inferiormente ma non superiormente le successioni b e k; è decrescente la
successione a e sono crescenti le successioni b e k.
12.1.5 Successioni definitivamente costanti

Una successione (xn)n∈N, così come qualunque funzione, si dice costante se il
suo codominio è composto da un solo elemento, ossia se esiste c ∈ X tale che

∀n ∈ N, xn = c

Se una successione non è costante in tutto il suo dominio, può esserlo una sua re-
strizione, ottenuta togliendo dal dominio un insieme finito di elementi; in questo caso
la successione si dice definitivamente costante, coerentemente con la terminologia
introdotta nel paragrafo 12.1.3. In altre parole, (xn)n∈N è definitivamente costante se
esiste c ∈ X tale che

∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ xn = c

∗Queste quattro definizioni sono in realtà casi particolari delle definizioni generali date nel capitolo
??.
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Il codominio di una successione definitivamente costante è un insieme finito, perché
è composto al più da n elementi distinti: {x1, . . . , xn−1, c}. Si dice anche che c è
il valore definitivo della successione. La successione c in (12.4) mostra che non è
vero il viceversa: una successione a codominio finito può non essere definitivamente
costante. L’esempio si può anche migliorare, per mostrare che una successione a
codominio finito può non essere né definitivamente costante, né periodica (come è
invece quella dell’esempio precedente). Al proposito considera la successione f così
definita:

fn ≡ 1 se esiste k ∈ N tale che n = k (k + 1)

2
fn ≡ 0 altrimenti

In modo impreciso ma suggestivo,

f = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, . . . )

12.1.6 Successioni definitivamente monotòne

Se una successione a valori in un insieme totalmente ordinato non è monotòna
in tutto il suo dominio, può esserlo una sua restrizione, ottenuta togliendo dal dominio
un insieme finito di elementi; in questo caso la successione si dice definitivamente
monotòna. Anche questa denominazione è coerente con la terminologia introdotta
nel paragrafo 12.1.3. In altre parole, una successione (xn)n∈N a valori in X si dice

1. definitivamente monotòna crescente, o strettamente crescente, se

∃n ∈ N, tale che ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m ≥ n⇒ xn Â xm

2. definitvamente monotòna non decrescente, o debolmente crescente, se

∃n ∈ N, tale che ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m ≥ n⇒ xn º xm

3. definitivamente monotòna decrescente, o strettamente crescente, se:

∃n ∈ N, tale che ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m ≥ n⇒ xn ≺ xm

4. definitivamente monotòna non crescente, o debolmente decrescente,
se

∃n ∈ N, tale che ∀m ∈ N, ∀n ∈ N, n > m ≥ n⇒ xn ¹ xm

Ad esempio, la successione

t = (tn)n∈N ≡ (n− 5)2 (12.10)

è definitivamente crescente (la definizione è soddisfatta con n uguale a 5), e la
successione

w = (wn)n∈N ≡
8

4n2 − 20n+ 9 (12.11)
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è definitivamente decrescente

n
1086420

1

0.5

0

-0.5

-1

12.1.7 Successioni infinitesime

Una successione reale x che sia positiva o definitivamente positiva si dice in-
finitesima se è definitivamente minore di qualunque numero reale positivo. Formal-
mente,

∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ xn < ε (12.12)

Si può anche dire che una successione positiva è infinitesima se il suo termine
generale prima o poi diventa, e resta, minore di qualunque numero positivo fissato.
La successione a definita nella (12.2) è infinitesima. E’ molto importante che tu ti
renda conto del fatto che quali siano i numeri n che rendono vera la condizione

∀n ∈ N, n ≥ n⇒ xn < ε (12.13)

presente nella (12.12) dipende da come è stato fissato ε. Talora si scrive nε invece di
n nella definizione (12.12) per rendere esplicita questa dipendenza logica. Di regola
quanto più piccolo è ε tanto più grande deve essere scelto n. Nel caso della successione
a, poiché vale

∀n ∈ N, 1

n
< ε⇔ n >

1

ε

il più piccolo numero naturale che sia maggiore di 1
ε
può venire scelto in qualità di n

per mostrare che la condizione (12.13) è soddisfatta.
La successione

z = (zn)n∈N ≡
1 + (−1)n

2n
+
(1− (−1)n)

2
n =

* 1
n

se n è pari

n se n è dispari

non è infinitesima; z è solo frequentemente, e non definitivamente, minore di qualunque
numero reale positivo. Infatti per la sottosuccessione di z formata dai soli termini
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di indice pari valgono le considerazioni appena fatte a proposito della successione a;
mentre la sottosuccessione di z formata dai soli termini di indice dispari è addirit-
tura definitivamente maggiore, anziché minore, di qualunque numero reale positivo.
Dunque z è sia frequentemente minore che frequentemente maggiore di qualunque nu-
mero reale positivo. Questo esempio mette bene in luce la differenza fra l’espressione
“infiniti termini della successione soddisfano la proprietà P” e l’espressione “tutti i
termini della successione, salvo al più un numero finito, soddisfano la proprietà P”.
Nel primo caso la proprietà P è frequente per la successione data, nel secondo è
definitiva.

Una successione reale x qualunque si dice infinitesima se la successione

|x| ≡ (|xn|)n∈N
dei valori assoluti dei suoi termini è infinitesima:

∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ |xn| < ε (12.14)

Questa definizione, che è del tutto generale perché a differenza della precedente
non richiede alcuna limitazione di segno, si applica a successioni negative, così come a
successioni di segno alterno, ed anche a successioni positive, per le quali coincide con
quella già data. L’interpretazione della definizione dovrebbe essere chiara. Il grafico
di una successione infinitesima, a patto di considerarne solo una porzione che si trovi
sufficientemente a destra, è fatto di punti che sono vicini quanto si vuole all’asse
orizzontale (sopra o sotto non importa). La figura precedente ne è un esempio.

12.1.8 Successioni divergenti

Una successione reale x si dice positivamente divergente se è definitiva-
mente maggiore di qualunque numero reale. Formalmente,

∀M, ∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ xn > M (12.15)

Si può anche dire che una successione è positivamente divergente se il suo
termine generale prima o poi diventa, e resta, maggiore di qualunque numero fissato.
La successione b definita nella (12.3) è positivamente divergente, come abbiamo visto
poco fa. Anche in questo caso, quali siano i numeri n che rendono vera la condizione

∀n ∈ N, n ≥ n⇒ xn > M (12.16)

presente nella (12.15) dipende da come è stato fissatoM . Il grafico di una successione
positivamente divergente è fatto di punti che sono lontani quanto si vuole dall’asse
orizzontale e al di sopra di esso, a patto di considerarne solo una porzione che si trovi
sufficentemente a destra. Il fenomeno opposto è espresso dalle definizione che segue.

Una successione reale x si dice negativamente divergente se è definitiva-
mente minore di qualunque numero reale. Formalmente,

∀M, ∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ xn < M (12.17)
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In particolare (basta prendere M = 0 nelle definizioni (12.17) e (12.15)), ogni
successione negativamente divergente è definitivamente negativa, così come ogni suc-
cessione positivamente divergente è definitivamente positiva. Come nel caso “dell’in-
finitamente piccolo”, anche in quello “dell’infinitamente grande” esiste una definizione
generale che non impone condizioni di segno.

Una successione reale x si dice semplicemente divergente se la succes-
sione |x| = (|xn|)n∈N dei valori assoluti dei suoi termini è positivamente divergente.
Formalmente,

∀M, ∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ |xn| > M (12.18)

Gli esempi più semplici di successioni divergenti semplicemente, ma non positi-
vamente né negativamente, sono dati dalle progressioni geometriche di ragione minore
di −1, che discuto nella prossima sezione.
12.1.9 Successioni convergenti

Così come con il concetto di successione infinitesima si dà conto in modo
preciso dell’idea espressa più vagamente dalle parole “i termini della successione si
avvicinano sempre più a 0”, è possibile precisare anche l’idea espressa dalle parole “i
termini della successione si avvicinano sempre più a l” quando l è un numero reale
qualsiasi. Si parla in questo caso di convergenza. E’ utile in proposito chiamare
scarto da l del termine xn di una successione il numero |xn − l|.

Una successione reale x si dice convergente al numero reale l se è infinitesima
la successione (|xn − l|)n∈N degli scarti da l dei suoi termini:

∀ε > 0, ∃n ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ n⇒ |xn − l| < ε (12.19)

E’ convergente a 1 la successione

x = (xn)n∈N ≡
n+ 1

n

Infatti la successione degli scarti da 1 dei termini di x è la successione infinitesima a
già esaminata.

E’ convergente a 2 la successione

y = (yn)n∈N ≡
2n2 + 5n− 1
n2 − 2n+ 10

Infatti lo scarto da 2 di yn è

|yn − 2| = 9n− 21
n2 − 2n+ 3

e la successione

s = (sn)n∈N ≡
9n− 21

n2 − 2n+ 3 =
3 (n− 7)
(n− 1)2 + 2
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è definitivamente positiva e infinitesima. Osserva a tal fine che il denominatore di sn
è positivo per ogni n ∈ N, e il numeratore lo è per ogni n ≥ 8; e che la disuguaglianza

3 (n− 7)
(n− 1)2 + 2 < ε

(che entra nella definizione di successione infinitesima applicata a s) è certamente
soddisfatta se n ≥ 7 e se lo è la disuguaglianza†

3

2 (n− 1) < ε (12.20)

12.1.10 Alcune importanti proprietà dei concetti di successione divergente e in-
finitesima

Valgono le seguenti proprietà:

1. Se x e y sono due successioni infinitesime, anche la successione somma

x+ y ≡ (xn + yn)n∈N
e la successione prodotto

xy ≡ (xnyn)n∈N
sono infinitesime.

2. Se x è una successione infinitesima, qualunque sia c ∈ R la successione
(cxn)n∈N

è infinitesima.

3. Se x è una successione semplicemente divergente, qualunque sia c ∈ R ∼ {0},
la successione

(cxn)n∈N

è semplicemente divergente‡.

4. Ogni successione definitivamente costante è convergente.

5. Ogni successione infinitesima è limitata (ma non viceversa).

6. Ogni successione convergente è limitata (ma non viceversa).

7. Ogni successione semplicemente divergente è non limitata (ma non viceversa).

†vale 3
2(n−1) =

3(n−1)
2(n−1)2 , e inoltre questa frazione ha per n ≥ 7 il numeratore minore e il

denominatore maggiore della frazione che definisce sn
‡Lascio a te rendere più preciso l’enunciato supponendo positivamente o negativamente divergente

la successione x.
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12.2 Progressioni

12.2.1 Definizione

Una famiglia di successioni molto semplice da caratterizzare e da studiare è
fornita iterando un numero finito ma variabile di volte due delle operazioni elementari
definite sugli insiemi numerici consueti, mantenendo fisso l’operando.

Siano b e q due numeri reali qualunque. Si chiama progressione aritmetica
di passo q la successione a definita mediante la seguente assegnazione ricorsiva:

a0 ≡ b (12.21)

∀n ∈ N, an+1 ≡ an + q (12.22)

Si chiama progressione geometrica di ragione q la successione g definita
mediante la seguente assegnazione ricorsiva:

g0 ≡ b (12.23)

∀n ∈ N, gn+1 ≡ gnq (12.24)

Come risulta anche dalle proposizioni che seguono, allorché b è uguale a 1 si
ottengono le successioni (nb)n∈N e (b

n)n∈N dei multipli e delle potenze di b.

Proposition 2 Ogni progressione aritmetica di passo positivo è positivamente diver-
gente; ogni progressione aritmetica di passo negativo è negativamente divergente; la
progressione aritmetica di passo nullo è costante.

Proof. (Dimostrazione) Verifico per induzione la seguente caratterizzazione delle
progressioni aritmetiche:

∀n ∈ N, an = b+ nq (12.25)

Infatti, a0 = b vale per definizione, e, posto an = b+ nq, è immediato dedurne per la
(12.22) che vale anche an+1 = b + (n+ 1) q. E’ chiaro a questo punto che per q = 0
vale an = b per ogni n. Se vale q > 0, allora si possono dividere per q ambo i membri
della disuguaglianza

b+ nq > M

che interviene nella caratterizzazione formale (12.15) della definizione di divergenza
positiva, ottenendo poi per sottrazione di b

q

n >
M − b
q

(12.26)

e questa condizione è soddisfatta per ogni n ≥ n se n è il più piccolo numero naturale
maggiore di M−b

q
. Se invece vale q < 0, gli stessi passaggi mostrano l’equivalenza della

(12.26) con la condizione

b+ nq < M

che interviene nella caratterizzazione formale (12.17) della definizione di divergenza
negativa (infatti si deve effettuare una inversione nel senso dell’ultima disuguaglianza
allorché si divide per q).
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Proposition 3 Il carattere delle progressioni geometriche per cui b = 1 è stabilito
dalla seguente tabella:

ragione carattere

q < −1 semplicemente divergente
q = −1 periodica
−1 < q < 0 infinitesima
q = 0 definitivamente costante

0 < q < 1 infinitesima
q = 1 costante
q > 1 positivamente divergente

Proof. (Dimostrazione) Ti invito per esercizio a verificare per induzione la seguente
caratterizzazione delle progressioni geometriche:

∀n ∈ N, gn = bq
n (12.27)

Sia ora b = 1. I casi in cui la ragione è nulla oppure uguale a −1 o a 1 sono
evidenti oppure sono già stati descritti in precedenza.

Suppongo in primo luogo che valga q > 1. E’ sufficiente ragionare come già
fatto allorché q = π. Per la disuguaglianza di Bernoulli, essendo (q − 1) maggiore di
zero, si può scrivere

∀n ∈ N, qn = [1 + (q − 1)]n > 1 + n (q − 1)
di conseguenza, per ogni M > 0 vale

∀n ∈ N, n >
M − 1
q − 1 ⇒ qn > M

e la definizione di divergenza positiva è soddisfatta.
In secondo luogo, suppongo che valga 0 < q < 1. Se pongo p ≡ 1

q
, si ha:

p > 1

p− 1 =
1− q
q

> 0

∀n ∈ N, qn < ε⇔ pn >
1

ε

e posso ricondurmi in sostanza al caso precedente:

∀n ∈ N, n >
1
ε
− 1
p− 1 =

(1− ε) q

(1− q) ε ⇒ pn >
1

ε
⇔ qn < ε

cosicché la progressione risulta effettivamente infinitesima.
Infine, se q è negativo, basta scrivere q = − |q|, e per conseguenza qn =

(−1)n |q|n, e |qn| = |q|n. La successione dei valori assoluti dei termini di (qn)n∈N è
(|q|n)n∈N. Se vale −1 < q < 0 si ha 0 < |q| < 1, la successione (|q|n)n∈N è positiva e
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infinitesima per la seconda parte della dimostrazione, e (qn)n∈N è infinitesima per la
definizione (12.14). Se vale q < −1, si ha |q| > 1, la successione (|q|n)n∈N è positiva-
mente divergente per la prima parte della dimostrazione, e (qn)n∈N è divergente per
la definizione (12.18).

Ti invito a costruire per esercizio una tabella che generalizza quella della
precedente proposizione, lasciando cadere la condizione che b sia uguale ad 1.
12.2.2 La somma dei termini di una progressione geometrica

E’ possibile dare in modo coerente un significato all’idea di sommare tutti gli
infiniti termini di una progressione geometrica, allorché la ragione q è compresa fra−1
e 1. Questo non risponde soltanto a finalità speculative, perché il numero che risulta
dalla definizione che sto per presentare è di semplicissimo calcolo, e costituisce una
discreta approssimazione del risultato che si ottiene quando si devono effettivamente
sommare i primi termini della progressione, in numero finito ma non piccolissimo.

Ad esempio, se si vuole determinare il valore attuale di una rendita vitalizia
a rata costante annuale R per un individuo di cui si stima una speranza media di
vita residua di 50 anni, ipotizzando un tasso di sconto intertemporale del 5%, si deve
attribuire valore R soltanto alla rata percepita nell’anno corrente, mentre la rata
dell’anno successivo viene valutata il 95% di R, quella dell’anno ancora successivo il
95% del 95% di R (cioè

¡
95
100

¢2
R), e così via fino al cinquantesimo e ultimo anno. Si

devono quindi sommare 51 addendi:

R+
95

100
R+

µ
95

100

¶2
R +

µ
95

100

¶3
R+ · · ·+

µ
95

100

¶49
R +

µ
95

100

¶50
R

cioè i primi 51 addendi di una progressione geometrica di ragione 95
100
e primo termine

b uguale a R. Un laborioso calcolo fornisce un totale arrestato al secondo decimale di
18.63 · R. Dalla definizione che seguirà si ottiene, come somma di tutti gli (infiniti)
addendi un totale di 20 ·R, calcolato in due semplici passaggi dalla formula

1

1− 95
100

R

L’errore percentuale che si commette nell’usare il secondo totale al posto del primo è
inferiore al 7, 5%, e per scopi di carattere immediato può essere preferibile commettere
questo errore piuttosto che sostenere l’onere dei calcoli.

Si possono nutrire seri dubbi che la pretesa di sommare fra loro infiniti addendi
possa risultare sensata. E’ un po’ semplificatorio ma non inesatto sintetizzare questi
dubbi con la frase “se gli addendi sono infiniti deve esserlo anche la loro somma”.
La frase ha una sua validità, però limitata: è certamente vero che se gli addendi
sono tutti uguali, o addirittura formano una successione positivamente divergente,
come nel caso delle progressioni geometriche di ragione q > 1, sommandone fra loro
un numero finito ma sufficientemente grande si può superare qualunque numero pre-
fissato. Ma chi ci dice che quando gli addendi diventano via via più piccoli (come
accade per le progressioni geometriche di ragione q < 1) non possa accadere il con-
trario? Già Zenone di Elea ci aveva avvertito, con il famoso paradosso di Achille e
la tartaruga, che credere di ottenere distanze o tempi infiniti semplicemente perché
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si sommano distanze o tempi in numero infinito corrisponde ad un uso improprio
e insufficientemente consapevole della parola “infinito”, e può portare a conclusioni
manifestamente contraddette dall’esperienza (secondo la quale un corridore veloce
come Achille sicuramente raggiunge un animale lento come la tartaruga).

Una risposta all’ultimo interrogativo viene fornita dai corollari della seguente
proposizione.

Proposition 4 Per ogni numero reale q, e per ogni numero naturale n, la somma
dei primi n+1 termini della progressione geometrica di ragione q e primo termine b,
moltiplicata per (1− q), è uguale a b (1− qn+1):

(1− q) (b+ bq + · · ·++bqn) = b ¡1− qn+1¢ (12.28)

Proof. (dimostrazione)
Passo iniziale. Se n = 0, la (12.28) si riduce a (1− q) b = b (1− q), e non c’è

altro da aggiungere.
Passo induttivo. Qualunque sia n, posso trarre la verità di

(1− q) ¡b+ bq + · · ·+ bqn + bqn+1¢ = b ¡1− qn+2¢
da quella della (12.28) con due passaggi:

(1− q) ¡b+ bq + · · ·+ bqn + bqn+1¢ = (1− q) (b+ bq + · · ·+ bqn) + (1− q) bqn+1
= b

¡
1− qn+1¢+ b ¡qn+1 − qn+2¢

= b
¡
1− qn+2¢

Corollary 5 Per ogni numero reale q diverso da 1, e per ogni numero naturale n,
la somma dei primi n+ 1 termini della progressione geometrica di ragione q e primo
termine b è uguale a

b

1− q −
bqn+1

1− q (12.29)

Proof. (dimostrazione) Immediata.

Corollary 6 Per ogni numero reale q strettamente compreso fra 0 e 1, e ogni numero
reale positivo b, la somma di un qualunque numero finito di termini della progressione
geometrica di ragione q e primo termine b non supera b

1−q .

Proof. (dimostrazione) Sia n l’indice massimo dei termini che devono essere sommati.
Poiché ogni termine della progressione è positivo, la tesi è vera a maggior ragione se
si stabilisce la verità della maggiorazione quando la somma è estesa a tutti i termini
di indice minore o uguale a n. In questo caso però la conclusione segue direttamente
dalla (12.29), perché numeratore e denominatore della seconda frazione sono entrambi
positivi.

Non troppo diversamente stanno le cose quando la ragione è compresa fra −1
e 0.
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Corollary 7 Per ogni numero reale q strettamente compreso fra −1 e 0, e ogni nu-
mero reale positivo b, la somma dei primi n+1 termini della progressione geometrica
di ragione q e primo termine b appartiene all’intervallo·

b

1− q (1− |q|) ,
b

1− q (1 + |q|)
¸

In particolare, tale somma è positiva.

Proof. (dimostrazione) Basta raccogliere b
1−q (che è un numero positivo) nella (12.29)

e osservare che per n dispari (quindi n+ 1 pari) si ha

1− qn+1 = 1− (−q)n+1 = 1− |q|n+1 > 1− |q|
tenendo conto del fatto che |q| < 1 implica |q|n+1 < |q| per ogni n; mentre per n pari
(quindi n+ 1 dispari) si ha

1− qn+1 = 1 + ¯̄qn+1¯̄ = 1 + |q|n+1 < 1 + |q|
Analoghe conclusioni, che ti invito ad enunciare per esercizio, possono essere

raggiunte se b < 0.
Una volta stabilito che la somma di un numero finito ma arbitrariamente

grande di termini di una progressione geometrica di ragione q non è infinito (se |q| <
1), è legittimo porsi il problema di formulare una definizione che attribuisca un valore
alla somma di tutti i termini di tale progressione. Una risposta discende dal seguente
(ultimo) corollario della proposizione 4.

Corollary 8 Per ogni numero reale q strettamente minore di 1 in valore assoluto, e
ogni numero reale b, la successione degli scarti da b

1−q della somma dei primi n + 1
termini di una progressione geometrica di ragione q è infinitesima.

Proof. Qualunque sia n, lo scarto da b
1−q della somma dei primi n+ 1 termini della

progressione geometrica è determinato direttamente nella (12.29); esso vale

bqn+1

1− q
Poiché nell’ipotesi che valga |q| < 1 la successione (qn+1)n∈N è infinitesima per la
proposizione 2, e la tesi segue dalla proprietà 2 del paragrafo 12.1.10.

Posso allora concludere con la definizione comunemente accettata di somma
dei termini di una progressione geometrica.

Definition 9 Sia q un numero reale tale che |q| < 1, e sia b un numero reale
qualunque. Si chiama somma della serie dei termini della progressione geo-
metrica di ragione q e primo termine b, o più semplicemente somma della pro-

gressione (qn)n∈N, e si denota
P
n∈N

qn oppure
+∞P
n=1

qn, il numero b
1−q .



Capitolo 13

FUNZIONI ELEMENTARI E LORO GRAFICI 1

(estremi, simmetrie, periodi, funzioni trigonometriche)

in corso di elaborazione
non stampare
procedere al prossimo capitolo
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FUNZIONI ELEMENTARI E LORO GRAFICI 2

(monotonia, valore assoluto, potenze intere, radici)

in corso di elaborazione
non stampare
procedere al prossimo capitolo

14.0.3 Proprietà del valore assoluto 00012

;
;
;
.
La proprietà a destra della seconda riga si chiama disuguaglianza triangolare.
.
(vedi anche la definizione di VALORE ASSOLUTO12)
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FUNZIONI ELEMENTARI E LORO GRAFICI 3

(potenze a esponente razionale e reale, esponenziali, logaritmi)

in corso di elaborazione
non stampare
procedere al prossimo capitolo
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FUNZIONI ELEMENTARI E LORO GRAFICI 4

(omotetie, traslazioni, funzioni composte con queste)



Capitolo 17

FUNZIONI DIVERGENTI E FUNZIONI OSCILLANTI

in corso di elaborazione
non stampare
non ci sono altri capitoli

17.1 Comportamento asintotico per x crescente

17.1.1 Divergenza asintotica per x crescente

17.1.2 Funzioni asintoticamente infinitesime per x crescente

17.1.3 Funzioni asintoticamente oscillanti per x crescente

17.2 Comportamento asintotico per x decrescente

17.2.1 Divergenza asintotica per x decrescente

17.2.2 Funzioni asintoticamente infinitesime per x decrescente

17.2.3 Funzioni asintoticamente oscillanti per x decrescente

17.3 Funzioni composte con la funzione reciproco

17.3.1 blabla

17.4 Comportamento locale e puntuale
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17.4.1 Funzioni puntualmente divergenti e infinitesime


