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A Utilizzo due volte (una per ciascun dato fornitomi) la formula che fornisce
il termine generale di una progressione aritmetica per ricavare passo e valore
iniziale di a

ap +23p = -2 ap+5p=2,5
—4,5 1
18p=-2-2,5=-4,5 =—=-0,25=—-=
p 7 ) p 18 9 4

ag=as —dp=2,5+1,25=3,75

Procedo nello stesso modo per la progressione geometrica b

bog'® =81 bog® = V3
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bog® V3 V3 3
3 3
¢=3 by— by gt V3 V3

Per la determinazione dei valori numerici delle due sommatorie, procedo come
nello svolgimento del gruppo di esercizi n.4
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B Se chiamo b; il livello di coltura batterica nel periodo t, la storia della
popolazione di batteri viene rappresentata dalla successione (bt)teN> € POosso

iniziare a descriverla dal mezzogiorno di domenica; chiamo b la quantita di
batteri entrati nell’organismo in questo istante. Risulta allora:

domenica ore 12.00 bp = b
. o—
domenica ore 20.00 by = Zb
lunedi ore 04-00 by = §b = § 25
] >t T\
3
R 5 5\° -
lunedi ore 12-00 by = Zbg = <4) b
lunedi ore 20-00 by = §b = § 45
Tt T 4

Quando giunge la mezzanotte tra lunedi e martedi, momento in cui mi sommi-
nistro una iniezione di antibiotici, non sono ancora passate 8 ore, cioé il tempo
di un incremento del 25% dal livello delle 20.00; ma ne sono passate esattamente
la meta, e devo in qualche modo avanzare una ipotesi sul livello raggiunto dalla
popolazione batterica in questo momento, subito prima della somministrazione.
Sono possibili svariate ipotesi, ciascuna con i suoi pregi e difetti. Una abba-
stanza semplice consiste nel dividere per 2 il tasso di incremento, cioeé 25%,
ottenendo 12,5%, e stabilire .

15 = gb4
(dove l'apice a sta per “ante” cioé appunto prima della somministrazione).
Un’altra ipotesi, leggermente piu sofisticata, muove dall’osservazione che due
incrementi successivi del 12, 5% in due periodi successivi di 4 ore non conducono
ad un incremento del 25% nelle 8 ore, ma ad uno un po’ maggiore

2 2
1125 9
112,5% - 112, 5% = (1000) = (8) = 126,6%

cioe del 26,6%. Pertanto, il tasso di incremento v nell’arco di 4 ore deve soddi-
sfare I’equazione

(14 v)* =125%

/125
=4/—-1~0,118=11
v 100 0,118 , 8%

1
Per semplicita di calcolo scelgo la prima ipotesi (12,5% = g), € assumo

da cui

9
b5 = (112,5%) - by = bs



posso cosi continuare la mia tabella, osservando che dal momento della sommini-
strazione i tempi di calcolo dello sviluppo della popolazione batterica decorrono
dalla mezzanotte (quindi alle 8 del mattino, alle 16 del pomeriggio, e alla mez-
zanotte successiva) anziché dal mezzogiorno.(seguito dalle 20 della sera, dalle 4
della notte, e dal mezzogiorno successivo), e che una riduzione del 52% equivale

12
ad un residuo del 48% = %

lunedi ore 24.00 avanti somministrazione
lunedi ore 24.00 dopo somministrazione
martedi ore 08.00

martedi ore 16.00

martedi ore 24.00 avanti somministrazione
martedi ore 24.00 dopo somministrazione

mercoledi ore 08.00

a
b45

bs

by

br_g

bs

by

5
=b
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34
27

Comprendo cosi che, dal momento della prima somministrazione in poi per
tutto il periodo di somministrazione, nell’arco di 24 ore si hanno 3 incrementi

percentuali del 25% e un decremento del 48%; dunque

b — 12(5Y
® 7 254
15
b1 = T6b8
15
by = Ebu
T
bak+s = T6b3k+5
e la successione b’ = (b},), oy, dove
by, = b3kys

15

bs = —bs
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& una progressione geometrica di ragione
15
16

Osservo che nella progressione b’ Paumento unitario dell’indice k corrisponde
esattamente al trascorrere di un giorno. Devo pertanto determinare quali sono i

q

1
valori di k per cui b} si mantiene superiore a by = —bs. Dalla formula generale

per le progressioni geometriche sono indotto a studiare la disequazione

k k
15 , 1, . 15 1
<16> by > gbo ossia <16) > 3

Scegliendo la base 3 per i logaritmi, e passando al logaritmo in tale base di
entrambi i membri, ottengo

15
klogs 6 > —1

15 15
Tenendo presente che — & minore di 1, e che quindi logs 6 & negativo, concludo

che la cura deve continuare finché

1

k< — ~ 17,02

—
g3 16

ossia per ben 2 settimane e mezzo.

Ca Esistenza. La prima radice ha un radicando z (z +2) = 2% + 2z che &
il prodotto di due termini, il primo dei quali cambia segno per £ = 0 mentre il
secondo lo cambia per x = —2; essi sono allora discordi per —2 < x < 0, e la
radice risulta definita per z < —2 oppure per z > 0. Il grafico della funzione
y =z (z + 2) & una parabola ad asse verticale con la concavita verso l'alto ed il
vertice nel punto di coordinate (—1, —1). Il secondo radicando ¢ uguale al primo
aumentato di 2, la parabola che costituisce il grafico della funzione y = 22 -+2x+42
si ottiene per traslazione verticale verso ’alto di ampiezza 2 dalla precedente,
il suo vertice ¢ allora nel punto di coordinate (—1,1) e il radicando é sempre
positivo. Procedimento risolutivo. Ho appena visto che il primo radicando &
minore del secondo, la stessa cosa vale allora per le loro radici /x (x + 2) e
Va2 4 2z + 2. Ne segue che la differenza delle due radici & negativa, e non puo
essere uguale ad 1. L’equazione non ha soluzioni.

Cbh FEsistenza. Nulla ¢ cambiato dall’equazione precedente: la presente
equazione risulta definita per x < —2 oppure per x > 0. Procedimento riso-
lutivo. Elevo al quadrato entrambi i membri, sapendo gia che ’equazione “clan-
destina”! introdotta

\/m(x—|—2)—\/x2+2x—|—2:1

IRicorderai che ho usato questo termine pittoresco nello svolgimento del gruppo di esercizi
n.6, per riferirmi ad una equazione o disequazione le cui soluzioni possono essere diverse da
quelle della equazione o disequazione che si sta studiando, ma che vengono aggiunte in qualche
stadio del particolare procedimento risolutivo seguito.




non ha soluzioni. Ottengo

2 (22 +22) +2 - 2v/2?2 + 2222 + 22 +2=1

ossia

2 (2% + 22) +1=2\/($2+2x)2+2(372+2x)
Elevo una seconda volta al quadrato entrambi i membri, ottenendo
4 (2% +22)" +4 (2> +22) + 1 =4 (2® + 22)° + 8 («® + 22)
ossia
4(z?+22) -1 =
4* + 8z -1 =

Cosi facendo ho pero aggiunto le eventuali soluzioni dell’equazione clandestina

2 (22 +22) +1= —2\/(:E2 +22)% 4+ 2 (22 + 22)

che dovro scartare pitu avanti.
Le soluzioni dell’equazione cui sono pervenuto sono

—4— /20 VB —4 420 V5
=y ~ltg e e =l

Le due soluzioni trovate appartengono al dominio di esistenza dell’equazione,

x

5 . . V4 C . .
perché - & maggiore di - = 1, e quindi 7 & minore di —2 e =2 & mag-
giore di 0. Controllo adesso se esse risolvono 1’equazione originale oppure quella
clandestina introdotta nel corso del secondo elevamento al quadrato:

5 1
3
2(1‘%+2$1)+1 = 5
5 1
wi+2m = 1+ -VE-24+Vh=1
2(95%—&-2;@)—1—1 = come sopra

il risultato raggiunto & gia sufficiente per escludere che x; e x5 siano soluzioni
dell’equazione clandestina, perché 5 & positivo, e non puo essere uguale al doppio

di una radice preceduta dal segno meno (che ¢ un numero non positivo). Tut-
tavia, ¢ prudente ed estremamente raccomandabile completare la verifica per
assicurarsi di non aver compiuto piccoli errori di calcolo

2 2 2 — 1 1 — 9 _ §
2@+ 2 202 +20) = 2 s ==
2\/(33% + 2x2)2 +2 (22 +2x5) = inutile proseguire



Cb Esistenza. 11 dominio della funzione arcocoseno & [—1,1]. Dalla con-
dizione ~ € [—1,1] ricavo subito = € [—2,2]. Procedimento risolutivo. Ottengo

T
il grafico della funzione x +— arccos 5 per dilatazione orizzontale di modulo 2

da quello della funzione arcocoseno

T
T — arccosx nero, xr > arccos 5 TOSsO

L’equazione associata

IS

T
arccos — = —
2

equivale alla condizione

3
[

=cos — =
4

|8

da cui si ricava subito
r=v2

L’insieme delle soluzioni della disequazione & gia evidente per via grafica: [\/i , 2] .
Comunque, ad esso si perviene valutando entrambi i membri della disequazione
mediante la funzione coseno, tenendo presente tuttavia che la restrizione inver-
tibile di questa funzione che da luogo alla definizione della funzione arcocoseno
¢ (strettamente) defrescente - a differenza di quanto avviene per la costruzione
delle funzioni arcoseno ed arcotangente

x ™ T s
arccos 3 < — <> cOS arccos 5 > cos 1

8 8
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—
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CV' Posso disegnare il grafico G della funzione z — log{ (2 — z) mediante
2
semplici trasformazioni di quello gia noto della funzione elementare = — log{ x

(che chiamero T') in due modi. Il primo consiste nel sottoporre subito I' a
traslazione orizzontale verso sinistra di ampiezza 2, corrispondente al cambio di
variabile  — x + 2, ottenendo il grafico della funzione = — log{ (z + 2), e poi

riflettere il grafico ottenuto con una simmetria orizzontale avente come asse di
simmetria I’asse Y, corrispondente al cambio di variabile x — —z. Il secondo
richiede I'accortezza di scrivere preliminarmente il binomio 2 — x nella forma
— (x — 2), e consiste nell’effettuare subito su I' la simmetria orizzontale rispetto
all’asse Y, ottenendo il grafico della funzione « — log{ (—x), e poi sottoporre

quest’ultimo a traslazione orizzontale verso destra di ameiezza 2, corrispondente
al cambio di variabile x — x — 2. Quello che non si puo fare & credere che il
passaggio dal grafico di « — log{ (—x) a quello di z — log{ (2 — ) corrisponda
2 2

ad una traslazione verso sinistra di ampiezza 2, la quale dovrebbe esprimere il
cambio di variabile —z — 2 — z. E vero che Iaggiunta di +2 alla variabile z
si rappresenta con una traslazione di ampiezza 2 verso sinistra, ma il fatto qui
& che 'aggiunta di +2 ¢ all’espressione —x, non alla variabile . Non dovresti
avere difficolta a riconoscere adesso che quest’ultimo procedimento, erroneo nel
caso presente, conduce al grafico della funzione z — log{ (-2 — z).

log1 nero, x — log1 (2+ x) marrone, x — log{ (2 — x) rosso

2 2 2



log1 nero, x — logq (—x) blu, z +— log{ (2 — ) rosso

2 2 2

nel disegnare i 6 grafici mi sono aiutato fissando alcuni punti notevoli di facile de-
terminazione

1 1
z—logy grafico nero punti: (2, 1), (4,2), (2,-1), (4,-2)
2

z+—logy (2+ ) grafico marrone punti: (3, 1>, <Z,2>, (0,-1), (2,-2)
2

z+—logy (2—x) grafico verde punti: (3, 1), (Z,Q), (0,-1), (—2,-2)

, 2
2
. 1 1
z+—logq (—x) grafico blu punti: (2,1>, <4,2>, (-2,-1), (—4,-2)
2

Esistenza. Per la definizione della funzione logaritmica occorre e basta che
sia x < 2. Procedimento risolutivo.¢ sufficiente valutare la funzione esponenziale

1
di base 3 (che ¢ strettamente decrescente) su ambo i membri della disequazione

log1(27x)
8
2—z = E 2 > 1
2 2
_ o, 1 s
v 256 256



Una rappresentazione grafica adeguata della determinazione dell’insieme delle
soluzioni (oo7 256> richiede ’esame di una zona alquanto ristretta del grafico

della funzione in gioco

—
X

Cc La funzione definita dalla formula a primo membro &

y1 = |z — 12 sex >7
y—|x—7|—5|—<

Y2 =12—z| =z —2| sex <7

<y11:x—12 sex>T7ex>12

Y1 =
Y12 =12 —x sex>Tex <12
Yo = — 2 sex<T7ex>2
Y2 = <
Y =2—2 sex<Tex<?2

le-A-
51
I VN .
5 5 10 15 .
5+

y = ||z — 7| — 5| blu, y = 3 nero



Posso risolvere la disequazione in quattro stadi

(y11) x—12>3 in [12,400) — S11 =[15,4+0)

(y12) 12—2 >3 in [7,12] — S12=17,9]
(y21) x—2>3 in [2,7] — 891 =[5,7]
(y22) 2—x>3 in (—00,2] — Sy =(—00,—1]

Poiché S15 ed So; risultano adiacenti, essi possono essere descritti congiunta-
mente come un unico intervallo. L’insieme delle soluzioni della disequazione &

(=00, —1] U [5,9] U [15, +00).

1 X
C¢’ La disequazione richiede che i due fattori 3* — 9 e sen —- abbiano segno

1
opposto. 1l grafico della funzione x — 3% — — si ottiene agevolmente da quello
noto della funzione esponenziale di base 3 sottoponendolo a traslazione verticale

1
verso il basso di ampiezza §; il punto di cambiamento di segno (I'intersezione

1
del grafico con lasse orizzontale) ha ascissa che rende uguali 3* e 3 cioe —2.
T
Il grafico della funzione x — sen — si ottiene agevolmente da quello noto della
funzione seno sottoponendolo a contrazione orizzontale verso I’asse Y di modulo
2
—; cio persino semplifica il disegno, perché i punti di cambiamento di segno
T

hanno ascissa intera pari (cioé¢ multipla di 2 anziché multipla di 7).

2+
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1
steng—x nero,x+—>3‘”7§blu

1
Dunque il fattore 3* — 9 ¢ negativo in (—oo, —2) e positivo in (—2, 00), mentre il

fattore sen % ¢ positivo negli intervalli della famiglia (1..), ., = ((42,42 +2)) ¢y
e negativo in quelli della famiglia (J.),., = ((4z —2,42)),c,. L’estremo co-
mune di I_; = (—4,-2) e Jy = (—2,0), cio¢ —2, ¢ cosi punto di cambiamento
di segno comune ai due fattori. Essi sono allora discordi negli intervalli I, che
precedono Jy (cioé fino a I_; compreso), negli intervalli J, che seguono Jy (cioe
da J; = (2,4) in avanti), e infine in Jy. L’insieme delle soluzioni della dise-

quazione &
(U I—n) U (U Jn) L—JJO
neN neN

D Per la presenza dei valori assoluti di entrambe le variabili, i lati del quadri-
latero ABC'D sono determinati da una condizione diversa in ciascun quadrante

I : 3x+4+5=15 se x>0ey>0

II : 3xz—-5y=-15 se 2<0ey>0
(3|x|+5|y:15)<:><

IIT : 3z+4+5y=-15 se z2<0ey<0

IV 3x—-5y=15 se z>0ey<0

Ciascun lato ¢; (i € {1,2,3,4}) & l'intersezione di una specifica retta con il
quadrante pertinente; attribuendo le lettere ai vertici (come d’uso frequente)
in modo conforme all’orientamento antiorario del piano a partire dal semiasse
orizzontale positivo, posso descrivere ciascun lato mediante la coppia di vertici
che ne sono gli estremi:

I : 4 A= (5,0) e B=(0,3)

Ir : 4 B=(0,3) e C =(-5,0)

11



117 . 43 C=(-5,0) e D=(0,-3)

IV Ay D=(0,-3) e A= (5,0)
L’equazione di ciascuna retta che contiene uno dei lati esprime una specifica
relazione implicita tra le variabili z e y. Ognuna di queste relazioni implicite
puod venire riscritta in modo da rappresentare una dipendenza esplicita di una
della due variabili dall’altra:

3 5
2 3z + 5y =15 y=3—— r=5——y
5 3
3 5
ly 3$—5y:—15 y:3+5x j]j:—5+§y
3 5
12 3x+5y =—15 y=-3— -z r=-5—2y
5 3
3 5
ly 3z —5y =15 y=-3+3z  w=5+_y

Come nel gruppo di esercizi n.5, la frontiera F' del quadrilatero (un rombo
per la precisione) non pud essere considerata il grafico di alcuna funzione, né
dal dominio [—5,5] verso 'insieme valore [—3, 3], né dal dominio [—3, 3] verso
I'insieme valore [—5, 5], perché ad ogni  in [0, 5) sono associati 2 punti di ' con

ascissa x (uno in ¢; e laltro in £4), precisamente quelli di coordinate <az, 3— 5x>

3
e (:E, -3+ 5x>; e ad ogni = in (—5,0] sono associati i 2 punti di F' (uno in

5
ogni y in [0,3) sono associati 2 punti di F' con ordinata y (uno in ¢; e laltro in

3 3
£y e Paltro in ¢3) di coordinate <x73 + x) e (m, -3 — 5x>; similmente, ad

5 5
£s), precisamente quelli di coordinate (5 — 3y,y) e <5 + 3y,y); e ad ogni
y in (—3, 0] sono associati i 2 punti di F (uno in ¢3 e l'altro in £4) di coordinate

5 5
(—5 — 3y,y> e (5 + 3y,y>. Ciascun lato preso da solo, invece, pud essere

considerato il grafico di una funzione iniettiva e suriettiva quindi invertibile,
precisamente

@) f o: 0,5 —[0,3 a3 gx (rosso)
(b)) fo : [-5,00—10,3] x+—3+ gx (marrone)
() f5  [=5,0]—[=3,0] @ —3— gx (lilla)

(Ly) fa [0,5] = [-3,0] z+— =3+ gx (celeste)

12



La costruzione dell’inversa di ciascuna funzione f; si fa nello stesso modo; in
sostanza, esplicitando la dipendenza funzionale della x rispetto alla y anziché la
dipendenza contraria; cio é stato gia fatto nella penultima tabella presentata;
tuttavia, per poter rappresentare ciascuna funzione insieme alla sua inversa in
un unico grafico come funzioni della stesa variabile, occorre scambiare le variabili
nella formula funzionale dell’ultima colonna di quella tabella; ed & proprio questa
la ragione della relazione di simmetria dei due grafici rispetto alla bisettrice del
primo e terzo quadrante

L) f7U s [0,3] = [0,5] xH5—§x (blu)
L) £ ¢ [0,8] — [-5,0] xH—5+§x (verde chiaro)
(Ls) f' [=3,0] = [=5,0] xH—s—gx (verde scuro)
Lo f7 [=3.0—[0,5] x»—>5+§x (giallo)
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