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A

L�equazione (cosiddetta �associata�alla disequazione proposta)

x� y2 = 4 equivalente a x = y2 + 4

de�nisce nel piano cartesiano reale la parabola con asse orizzontale e vertice
nel punto V di coordinate (4; 0). Puoi arrivare a questa conclusione partendo
dalla conoscenza (almeno...) del gra�co della funzione elementare de�nita dalla
formula y = x2, osservando che l�aggiunta della costante 4 nella formula de�-
nitoria (z = x2 + 4) comporta una semplice traslazione verso l�alto del gra�co
precedente, e che lo scambio tra le variabili (trasformazione piana de�ita dalla
relazione (x; y) $ (y; x)) si rappresenta sottoponendo il piano alla simmetria
assiale (ortogonale) avente come asse di simmetria la retta bisettrice del I e III
quadrante (di equazione y = x). Altri punti notevoli della parabola, aventi co-
ordinate intere (croci rosse nella �gura), si ottengono facilmente assegnando in
modo arbitrario valori interi alla variabile y e calcolando direttamente il valore
corrispondentemente assunto dalla variabile x, che risulta anch�esso intero; ad
esempio

P1 = (5; 1) P�1 = (5;�1)
P2 = (8; 1) P�2 = (8;�2)
P3 = (13; 3) P�3 = (13;�3)

...
...
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�
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L�insieme delle soluzioni reali della disequazione

x� y2 < 4 equivalente a x < y2 + 4

è pertanto rappresentato dalla regione strettamente a sinistra della parabola.
Poiché il dominio delle variabili x e y è ristretto all�insieme Z dei numeri interi,
considero in questa regione soltanto i punti a coordinate intere, i quali rap-
presentano tutte le coppie (x; y) che sostituite nel predicato p (x; y) lo rendono
vero. Chiamo P l�insieme di tali punti; ho rappresentato alcuni elementi di P
mediante circoletti nella �gura.
È chiaro che P non è limitato sulla sinistra, e che esso possiede punti aventi

qualunque seconda coordinata si scelga (in �gura non ho potuto rappresentare
coordinate verticali intere superiori a 3 o inferiori a �3, ma puoi intuire che
anche in tal caso vi sono - a maggior ragione - punti di P con tali coordinate).
Tradotto in forma analitica, ciò si scrive

è vero: 8y 2 Z; 9x 2 Z; p (x; y)

Questo enunciato non appare però nella lista proposta. D�altra parte, una con-
siderazione analoga si può fare scambiando l�ordine in cui si considerano le va-
riabili: P non è limitato nemmeno superiormente (né inferiormente), dato che si
trovano punti che gli appartengono, qualunque prima coordinata si scelga; basta
cercarli sopra al ramo superiore della parabola, oppure sotto a quello inferiore.
Pertanto

è vero: 8x 2 Z; 9y 2 Z; p (x; y) (enunciato 3)

Al �ne di rendere più indiscutibilmente provata l�a¤ermazione fatta, è oppor-
tuno istanziarla: cioè mostrare esplicitamente, con almeno un esempio, come
sia possibile �dare corpo�all�espressione 9y che vi compare, sostituendovi una
espressione dipendente dalla sola x che renda vero il predicato p indipendente-
mente dalla scelta del valore ad essa assegnato. Un paio di tali esempi è fornito
de�nendo

y1 � x y2 � �x
infatti

y21 + 4 = y
2
2 + 4 = x

2 + 4

e la disequazione

x2 + 4 > x equivalente a x2 � x+ 4 > 0

è soddisfatta per qualunque assegnazione di valore alla variabile x, perché il
discriminante del trinomio x2�x+4 è negativo (uguale a �15, per la precisione)
e il coe¢ ciente del termine di secondo grado è positivo (uguale ad 1).
Quando un enunciato è vero, la sua negazione logica è falsa. Dunque, coe-

rentemente con le regole di negazione logica di proposizioni contenenti variabili
chiuse da quanti�catori:

è falso : : [8x 2 Z; 9y 2 Z; p (x; y)]
è falso : 9x 2 Z; : [9y 2 Z; p (x; y)]
è falso : 9x 2 Z; 8y 2 Z; :p (x; y) (enunciato 6)
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Si vede poi che nella parte a sinistra della �gura (cioè per opportuna scelta
della variabile x; precisamente, non appena x è minore di 4) non solo lungo
una data verticale si trovano punti di P, ma addirittura tutti i punti della
verticale appartengono a P: si può cioè stabilire la conclusione che corrisponde
a scambiare i quanti�catori tra le variabili nell�enunciato 3

è vero: 9x 2 Z; 8y 2 Z; p (x; y) (enunciato 5)

Anche in questo caso, l�a¤ermazione fatta può essere provata producendo un
esempio che corrisponda a dare contenuto concreto all�espressione 9x, in modo
da rendere vero il predicato

8y 2 Z; p (x; y)
Qualunque scelta inferiore o uguale a 3 fornisce un tale esempio; nel caso di 3,

è vero: 8y 2 Z; y2 + 4 � 4 > 3
Replicando il ragionamento già fatto in relazione all�enunciato 3, ottengo

è falso : : [9x 2 Z; 8y 2 Z; p (x; y)]
è falso : 8x 2 Z; : [8y 2 Z; p (x; y)]
è falso : 8x 2 Z; 9y 2 Z; :p (x; y) (enunciato 4)

L�analisi dei residui enunciati è molto più diretta: sono veri gli enunciati 7
ed 8, che esprimono la semplice esistenza di punti appartenenti a P, e di punti
non appartenenti a P (rispettivamente); e sono falsi gli enunciati 1 e 2, che ne
costituiscono la negazione.

B

La trappola retorica contenuta nella domanda consiste nel suggerire (anzi,
meglio, nell�a¤ermare in modo perentorio) che i 2e vadano aggiunti ai 27e pa-
gati dalle tre studentesse. Al contrario, essi vanno semmai sottratti. Infatti, il
totale pagato ammonta giustamente a 27e (30e versati inizialmente, meno 3e
restituiti dal cameriere), e copre sia il conto di 25e che la mancia di 2e (autoim-
posta) del cameriere. Non ha senso la somma 27e + 2e, quindi nemmeno la
di¤erenza 30e - 29e, e il trentesimo euro è un�invenzione fantastica, un genere
di oggetto che non può venir �preso�da alcuno.

C

Procedo costruendo opportune tavole di verità, dotate di tante righe quante
sono le possibili assegnazioni di valore alle variabili enunciative presenti, e con-
tenenti tutte le forme enunciative componenti quelle proposte.

P Q :P :Q P ^Q : (P ^Q) :P _ :Q [: (P ^Q)], [:P _ :Q]

V V F F V F F V
V F F V F V V V
F V V F F V V V
F F V V F V V V
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La forma enunciativa [: (P ^Q)] , [:P _ :Q] è pertanto una tautologia (che
si chiama �prima legge di De Morgan�).

P Q :P :Q P _Q : (P _Q) :P ^ :Q [: (P _Q)], [:P ^ :Q]

V V F F V F F V
V F F V V F F V
F V V F V F F V
F F V V F V V V

Anche la forma enunciativa [: (P _Q)], [:P ^ :Q] è pertanto una tautologia
(�seconda legge di De Morgan�).

P Q R Q ^R P _Q P _R

V V V V V V
V V F F V V
V F V F V V
V F F F V V
F V V V V V
F V F F V F
F F V F F V
F F F F F F

[P _ (Q ^R)] [(P _Q) ^ (P _R)] [P _ (Q ^R)], [(P _Q) ^ (P _R)]

V V V
V V V
V V V
V V V
V V V
F F V
F F V
F F V

È a sua volta una tautologia la forma enunciativa [P _ (Q ^R)], [(P _Q) ^ (P _R)]
(si chiama �prima legge distributiva�).

P Q :P :Q P ) Q :Q ^ (P ) Q) [:Q ^ (P ) Q)]) :P

V V F F V F V
V F F V F F V
F V V F V F V
F F V V V V V

In�ne, è una tautologia la forma enunciativa [:Q ^ (P ) Q)]) :P (che fonda
la regola di deduzione detta �modus tollens�).
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D

È impossibile completare la forma enunciativa sospesa

[(P _Q)) R], [:R ^ : : : ]

in modo da trasformarla in una tautologia. Forse ho fatto uno sbaglio di batti-
tura, e volevo scrivere

[(P _Q)) R], [:R) : : : ]

(forma che discuto dopo) o forse volevo metterti di fronte alla possibilità di
incontrare una assegnazione che non è realizzabile, cosa che richiede da te la
capacità di riconoscerlo, la prudenza di veri�carlo accuratamente, la forza di
convincertene, e il coraggio di a¤ermarlo (ho detto niente!).
Trattandosi di una forma con 3 variabili enunciative, la tavola di verità

corrispondente è fatta di 8 righe; in ben 6 di queste, cioè quando P _Q riceve
valore di verità vero, la forma [(P _Q)) R] riceve a sua volta valore vero se e
solo se alla variabile R è assegnato valore vero (3 righe delle precedenti 6); ma
in tal caso la forma :R assume valore falso, e la forma :R ^ : : : altrettanto,
comunque la si completi. Questo è (più che) su¢ ciente ad impedire alla forma
assegnata di risultare in una tautologia. C�è tuttavia anche un�altra riga delle 2
non ancora considerate in cui la forma assegnata riceve valore falso comunque
la si completi, e ti invito a identi�carla.
Venendo in�ne alla forma enunciativa alternativa a quella realmente asse-

gnata, sarebbe bastato seguire il principio di contrapposizione per ottenere un
completamento che la rendesse una tautologia: inserendo cioè al posto dei pun-
tini la forma : (P _Q), oppure equivalentemente la forma :P ^ :Q (seconda
legge di De Morgan).
Le forme enunciative sospese seconda e quinta sono un invito a esibirsi in

semplici variazioni della prima tautologia presentata nella prima lezione del
corso:

(P ) Q), (:P _Q)

Così il completamento della quinta forma si consegue da questa col solo scambio
delle lettere che rappresentano le variabili enunciative (ti dovresti render conto
che un tale procedimento non può alterare in alcun modo i valori di verità
attribuiti alla forma):

(Q) P ), (:Q _ P )

mentre quello della seconda si consegue facendo assumere alla forma Q ^ R il
ruolo svolto dalla lettera Q (analoga osservazione):

[P ) (Q ^R)], [:P _ (Q ^R)]

Il conseguimento di una soluzione relativa alle forme terza e quarta è rag-
giungibile nel modo forse più diretto costruendo la colonna delle assegnazioni
di valore di verità per la forma enunciativa che compare a destra del connettivo
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bicondizionale, e osservando se tale lista è tra quelle già note, relative a forme
più semplici. Nel caso della terza forma

P Q :P :Q P ) Q :P ) :Q (P ) Q) ^ (:P ) :Q)

V V F F V V V
V F F V F V F
F V V F V F F
F F V V V V V

si riconosce alla �ne la colonna di verità della forma semplice P , Q, colonna
che appare nella de�nizione stessa dell�operazione logica di passaggio al bicon-
dizionale; la tautologia da proporre è dunque

[(P ) Q) ^ (:P ) :Q)], [P , Q]

Nel caso della quarta forma

P Q :P :Q P _Q P ^Q : (P ^Q) (P _Q) ^ : (P ^Q)

V V F F V V F F
V F F V V F V V
F V V F V F V V
F F V V F F V F

si vede che alla forma a sinistra del connettivo bicondizionale viene assegnato
valore vero esattamente in due righe. Ciascuna di queste due righe è anche
l�unica in cui si assegna valore di verità vero (rispettivamente) alle due forme
congiuntive P ^ :Q e :P ^ Q. Poiché la prima di queste due già compare
al primo posto della forma a destra del connettivo bicondizionale, viene bene
completare la disgiunzione con la seconda:

[(P _Q) ^ : (P ^Q)], [(P ^ :Q) _ :P ^Q]

In alternativa, si poteva osservare che la colonna di verità ottenuta è opposta a
quella del punto precedente, quindi è propria della sua negazione:

[(P _Q) ^ : (P ^Q)], : [P , Q]

E

Vi sono tre tipi di soggetti (animati o meno) coinvolti nelle operazioni de-
scritte in questa argomentazione: i reparti del magazzino, le farmacie-venditori,
i clienti. Devo pertanto dare un nome agli insiemi di cui essi fanno parte, e
chiamo M il magazzino (visto come insieme di reparti), F l�insieme delle far-
macie, e C quello dei clienti. Devo anche de�nire le variabili che rappresentano
i generici elementi dei tre insiemi: userò a tal �ne la variabile r per i reparti, la
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variabile f per le farmacie, e la variabile c per i clienti. I reparti possono essere
o meno provvisti di materiale (medicinali), le farmacie possono o meno inviare
ordini, e i clienti possono o meno restare sforniti. De�nisco allora tre predicati
che corrispondono a queste circostanze, mediante la seguente notazione:

P (r) : il reparto r è provvisto di medicinali

O (f) : la farmacia f invia ordini

S (c) : il cliente c resta sfornito

Il �fatto accertato e universalmente riconosciuto�costituisce la premessa del ra-
gionamento, e contiene due proposizioni condizionali concatenate. L�antecedente
della prima, che chiamo P , è �qualche reparto del magazzino è sprovvisto di
medicinali�, cioè formalmente 9r 2M; :P (r). Il suo conseguente è a sua volta
una proposizione condizionale, della forma Q ) R, dove Q sta per �tutte le
farmacie mandano ordini� (ossia 8f 2 F; O (f)) e R sta per �qualche cliente
non viene rifornito�(ossia 9c 2 C; S (c)). Dunque rappresento così la premessa
del ragionamento:

[9r 2M; :P (r)]) [(8f 2 F; O (f))) (9c 2 C; S (c))]

ossia, con le lettere proposizionali introdotte,

P ) (Q) R)

L�asserita conclusione del ragionamento è ancora una proposizione condizionale,
contenente però come conseguente una disgiunzione. L�antecedente è �nessun
cliente resta sprovvisto�cioè 8c 2 C; :S (c); il conseguente è la disgiunzione di
�qualche farmacia non sta inviando ordini�(9f 2 F; :O (f)) con �tutti i reparti
del magazzino son ben provvisti di materiale�(8r 2M; P (r)). In de�ntiva:

[8c 2 C; :S (c)]) [(9f 2 F; :O (f)) _ (8r 2M; P (r))]

e, più sinteticamente,
:R) (:Q _ :P )

Rappresento il nesso logico tra la premessa e la conseguenza con la seguente
proposizione condizionale:

f[9r 2M; :P (r)]) [(8f 2 F; O (f))) (9c 2 C; S (c))]g

+
f[8c 2 C; :S (c)]) [(9f 2 F; :O (f)) _ (8r 2M; P (r))]g

ossia, sinteticamente, con la forma enunciativa

[P ) (Q) R)]) [:R) (:Q _ :P )]

e veri�co se quest�ultima risulta essere una tautologia. L�analisi può venire
condotta come al solito mediante la costruzione di una adeguata tavola di verità;

7



se lo fai, ti renderai conto che la risposta è a¤ermativa. Alternativamente - e più
rapidamente - posso riscrivere le forme enunciative che rappresentano premessa
e conclusione trasformandone la forma condizionale in forma disgiuntiva:

[:P _ (:Q _R)]) [: (:R) _ (:Q _ :P )]

Tenendo presente che la forma in doppia negazione : (:R) è logicamente equi-
valente alla semplice posizione R, posso riconoscere sia a destra che a sinistra
una coppia di disgiunzioni concatenate contenenti la medesima terna di lettere
enunciative :P , :Q, ed R. Queste appaiono però in ordine diverso, e diverso
appare anche l�ordine di esecuzione delle due operazioni di disgiunzione. La
correttezza del ragionamento è così rimessa alla validità delle proprietà com-
mutativa ed associativa dell�operazione di disgiunzione logica. Ci chiediamo in
altre parole se le due coppie di forme enunciative

U _ V e V _ U

U _ (V _W ) e (U _ V ) _W

siano logicamente equivalenti. Anche qui la risposta è a¤ermativa, come puoi
veri�care ancora una volta con le tabelle di verità. In�ne, ti sarà forse utile
conoscere che la veri�ca delle stesse proprietà per l�operazione logica di con-
giunzione ha esito analogo.
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