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Gruppo di esercizi n.5 - Svolgimento

A E opportuno prima di tutto rispondere alla stessa domanda contenuta
nell’esercizio in relazione ad un gruppo forse un po’ piu familiare di funzioni:
quello costituito dalle 5 funzioni potenza ad esponente intero positivo compreso
tra 1 e 5, da cui quelle da esaminare sono ottenute componendo con la fun-
zione di passaggio al reciproco. Infatti 'ordinamento nei valori assunti dalle
funzioni di un gruppo risulta capovolto allorché si considera ’altro gruppo. Ini-
zio presentando le due figure, relative ciascuna a uno dei due gruppi, e proseguo
riassumendo in altrettante tabelle quanto & gia ben visibile nelle figure, e cioé
che l'ordinamento dei valori assunti dalle 5 funzioni di ciascun gruppo resta
costante all'interno di quattro specifici intervalli di variabilita della variabile
indipendente x, ma cambia nel passaggio dall’uno all’altro di tali intervalli.
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Tabella 1 (esponenti interi positivi)
intervallo ordinamento
—o<r<—1 P<d<r<-l<l<a?<a?
—-1<2<0 —“l<z<a?<ad <0<zt <a? <1
0<z<l1 O<ad<at<ad<al<a<l
1<x<+o0o l<r<a?<a®<at<a’
Tabella 2 (esponenti interi negativi)
intervallo ordinamento
—o<zr<—1 1<z l<r3<asP<0<z <2<l
-1<x<0 ri<rd<arl<-l<l<a?<a?
0<z<l1 l<zl<z?<a3<at<a™
1<z<+4oo O<zP<zit<z3<ar?<a i<l

Le disuguaglianze presenti nelle tabelle, che riassumono le relazioni appa-
renti in figura tra i valori assunti dalle 5 funzioni, si ottengono anche per via
puramente algebrica. Ad esempio, allorché x appartiene all’intervallo (—1,0),
¢ possibile moltiplicare iterativamente ambo i lati della disuguaglianza che ne
definisce la posizione per il numero positivo —x (senza quindi alterare il verso
delle disuguaglianze) ed ottenere in catena tutte le relazioni ricbieste

—-1<zr<0 «— —r-—-1l<-z-x = < —a?
= —z-r < —x- —x? = —z%<a?
<— —x-—2? < —zx-2° — <2
<— —x- 2 < —x - —at = —zt<ab

in sintesi
“l<z<-2?<ad<—at<2’<0
passando ai reciproci
r < t<r <<l <1
cambiando segno nelle potenze a esponente pari (-4, -2, 0)
rP<r << -l<l<a i<



B La funzione in esame &

X L

L’equazione

(1)

non ammette alcuna soluzione se y & negativo o nullo; pertanto la proprieta di

suriettivita richiede la restrizione

Y=R,. ={zeR:z>0}

1
D’altra parte, se y & strettamente positivo, posto z = —, ottengo
x

con le due soluzioni opposte 21 = ,/y, positiva, e 22

z2=y

queste le due soluzioni opposte della (1)

—+/¥, negativa; e da



Affinché valga la proprieta di iniettivitd, non & allora possibile mantenere nel
dominio della restrizione alcuna coppia di numeri opposti. La soluzione piu
semplice e naturale (ma non certo 'unica) per fornire due restrizioni distinte
dal dominio non estendibile consiste nel restringersi una volta ad argomenti non
negativi e 'altra ad argomenti non positivi

X1 = R++
Xo=R__={zeR:z<0}
Ecco dunque le due restrizioni insieme alle loro inverse (ho cercato di eviden-
ziare con alcuni punti esemplificativi la costruzione, per simmetria rispetto alla
bisettrice del I e I1I quadrante, del grafico dell’inversa dal grafico della diretta):
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C La funzione in esame &
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Poiché la funzione z — 23 & strettamente crescente su tutto il suo dominio R,
con inversa y — ¥y

2+ 25 blu, y — /Y rosso, z — z nero



1, .
ponendo z = — 'equazione
x

1

3 Y
si trasforma nell’equazione

2=y

dalla cui (unica) soluzione z = & si ottiene, se y # 0

1
VY

e non ¢ necessario procedere a restrizioni speciali in questo caso: il dominio e il
codominio della funzione son entrambi uguali a R/ {0}
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z+— z 72 blu,  — marrone, x — I Nero

1
Jx
D L’equazione della circonferenza con il centro nell’origine e raggio 2 &

$2+y2:4

e il suo disegno nel piano cartesiano

X L

rivela che essa non puo essere considerata il grafico di alcuna funzione, perché
per ciascun valore della variabile indipendente x (strettamente) compreso tra
—1 e 1 i punti della circonferenza aventi quel valore come prima coordinata
(ascissa) sono 2. Precisamente, fissato T € (—2,2), da

52+y2:4

si ottiene
y=\V4-—7z° oppure y=—\V4-73°

e ci sono dunque due punti della circonferenza che hanno T come ascissa (cioe
sulla retta verticale di equazione = = ):

P+E(E, 4—f2> e P’E(E,— 4-@2) )

Al contrario, ogni funzione associa ad ogni valore della variabile indipendente
x nel proprio dominio esattamente un elemento del proprio insieme valore (o
insieme dei valori ammissibili). Questo si puo ottenere “separando” la semi-
circonferenza superiore da quella inferiore, ossia distinguendo due funzioni i cui
grafici compongono la circonferenza intera, e le cui formule definitorie ho gia
implicitamente ricavato mentre determinavo i due punti sulla stessa verticale
corrispondente all’ascissa T:

x— V4 -7 e T —\V4— T



Naturalmente, una funzione deve essere ben definita in tutto il proprio dominio,
e cio richiede che questo venga precisato per entrambe nell’intervallo [—2, 2]

P22 Ry, s VA- e T[22 2R, 2 Vi

3 -2 -1 0 1 2 3

A questo punto ho certamente ottenuto 2 funzioni che esauriscono coi loro
grafici la circonferenza inizialmente proposta, ma resto ancora in difetto delle 2
proprieta di suriettivita e iniettivitd. La prima viene a mancare ad f* perché
nel suo insieme valore R vi sono elementi (tutti i numeri maggiori di 2) che non
sono valori effettivamente assunti da f* in corrispondenza di qualche elemento
del suo dominio [—2,2]; in termini geometrici, qualunque retta orizzontale di
equazione y = y* con y* > 2 & esterna alla semicirconferenza che costituisce
il grafico di fT. La seconda viene a mancare ad f+ perché ogni elemento del
suo insieme valore strettamente minore di 2 viene assunto come valore da f* in
corrispondenza di due elementi del suo dominio; precisamente, qualunque retta
orizzontale di equazione y = 7 con 7 € [0,2) & secante la semicirconferenza, nei

due punti
Q" = ( 4y2,y> e Q = <\/4y2,y>
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La situazione & del tutto analoga per f—, questa volta in relazione agli ele-
menti del suo insieme valore minori di —2 (mancata suriettivita), o a quelli
strettamente maggiori di —2 e minori od uguali a 0 (mancata iniettivita). Il
conseguimento delle due proprieta richiede ulteriori restrizioni: per la suriet-
tivita, basta ridurre gli insiemi valore ai codomini delle rispettive funzioni, che
sono uguali a [0,2] e [—2,0]; per liniettivita, & opportuna una ulteriore divi-
sione in due. Come proposto nel testo dell’esercizio, la restrizione all’arco di
circonferenza contenuto in ciascuno dei quattro quadranti, unita ad una attenta
precisazione di dominio e insieme valore

f+ (0,2] = [0,2], # — V4 —a?
for ot [-2,00—10,2], 4 — g2
foo 20— [20] —M
fv i (0,2 = [-2,0], —M

corrisponde a proporre il grafico di quattro funzioni che sono anche iniettive e
suriettive
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Per quanto concerne le inverse, devo chiarire due aspetti: la definizione for-
male, ossia la determinazione di dominio, codomino, e formula funzionale; e la
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determinazione del grafico. Il primo aspetto si consegue invertendo la posizione
occupata da dominio e codominio della relativa funzione diretta; e osservando
che ho determinato la formula funzionale implicitamente nella presentazione
dei punti Q% e Q= (occorre notare qui 'eccezionale circostanza che la formula
dell’inversa ¢ uguale, oppure opposta secondo i casi, a quella della relativa di-
retta; inoltre, tieni presente che per poter disegnare il grafico di entrambe le
funzioni diretta e inversa nella stessa figura, la formula z = f~!(y) ottenuta
esplicitando la variabile « nella formula definitoria y = f (z) della funzione di-
retta deve essere sottoposta ad uno scambio tra le variabili). Il secondo aspetto si
consegue applicando la nota regola di costruzione del grafico dell’inversa trasfor-
mando per simmetria assiale ortogonale rispetto alla bisettrice del I e IV qua-
drante il grafico della relativa diretta

fir s 0,2 -00,2], x—~V4-a>  (NB. fil=fry)
7L 0,2] = [<2,0], @ —V4—a2  (NB.fIl=1f)
o[-
-

=t 2,00 = [-2,0], z— —/4—22 (NB.fl=7f_)
i 2,0 —[0,2], z+V4—-22 (NB.fil=f.)
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E Con un semplice cambiamento di variabili

u =2 v =3y

I’equazione proposta assume la forma familiare dell’equazione di una circon-
ferenza C' di centro nell’origine (del piano cartesiano UV) e raggio 6

u? +v* =36

U
Ritornando alle variabili originali mediante la trasformazione inversa = = 5

v
y = 3 la diversa contrazione lungo gli assi (di modulo 2 e 3 rispettivamente)
conduce ad una deformazione della circonferenza in una ellissi, caratterizzata in
particolare dalla trasformazione dei 4 punti di ascissa o ordinata estrema della
circonferenza C' (che sono (£6,0) e (0,+6)) nelle loro immagini (+3,0) e (0, £2)

X

-1

3+

/
(

Le considerazioni fatte nello svolgimento del precedente esercizio possono ripetersi
pressoché invariate, e sono condotto a considerare le intersezioni dell’ellissi con
i 4 quadranti come grafici di corrispondenti funzioni iniettive e suriettive oppor-
tunamente definite; conseguo la formula funzionale esplicitando la dipendenza
della variabile y dalla variabile x

4 = 36—92°=9(4-27)
y = %\/4—3@2 oppure =-3 4— a2
2
f++ [0,3] — y L g\/ 9 —a?
. [-3,0] — , T = 3 9 — z2
2

fo- [-3,0] — [-2,0], = — ~3 9— 22

2 2
—  [0,3] = [=2,0], = —5VI—w
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Per la determinazione delle 4 inverse, oltre all’ormai abituale (spero!) scambio
tra dominio e codominio, esplicito questa volta

92° = 36—4y*=4(9-2%)
x = §\/9—y2 oppure x:—§\/9—y2

e, per la rappresentazione di ciascuna inversa insieme alla propria diretta in
un’unica figura, in cui x & la comune variabile indipendente e y la comune
variabile dipendente

y:g\/9—x2 oppure y:—g\/Q—x2

3

2
1 [=3,0] = [-2,0], z+— —§\/9—x2
2
f7L o [0,3] = [-2,0], z— —5\/9 — z2
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F La formula proposta definisce una cosiddetta funzione razionale fratta di
primo grado, che preferisco scrivere riordinando anche i monomi a denominatore
in senso decrescente rispetto al grado

- 3r—5
-2z +3

e che costituisce un caso particolare della formula generale

ar+b
cr+d

I —

a b
dove suppongo che c¢ sia diverso da 0 (altrimenti ¥y = —z + -, la funzione

¢ lineare (affine), e il suo grafico & una retta), e che inoltre sia diverso da 0

anche ad — be (altrimenti il rapporto di proporzionalita tra a e ¢ & lo stesso

k kd
di quello tra be d, y = few R _ k, e la funzione & costante ove definita).

cT
Queste ipotesi sono soddisfatte nel caso presente, e il grafico della funzione & una
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a

iperbole con asintoto orizzontale di equazione y = — = ——, asintoto verticale di

. d 3 . . L . b )
equazione = —— =, e intersezioni con gli assi nei punti ( ——,0 | = 3 0
c a

02)-(-3)

Il dominio di f & R — {;}, il suo codominio R — _Z} Affinché valga la

proprietad di suriettivitd & necessario restringere l'insieme valore di f al suo
codominio. Il grafico gia rivela che la proprietd di iniettivita & soddisfatta.
Algebricamente, da

3z—5  3z2-5

—2z+4+3 —2z+3

si ottiene (i denominatori sono entrambi diversi da 0 perché x e z sono presi nel
dominio di f, e la moltiplicazione per il prodotto dei denominatori non aggiunge
soluzioni all’equazione)

(Bx —5)(-22+3) = (Bz—5)(—2x+3)
—6zz+9x+ 102 —-15 = —6xz+ 10x+92z—15
z =
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Dunque la funzione

ey x- ()

& una corrispondenza biunivoca, e trovo la formula funzionale della sua funzione
inversa, che & definita nel codominio di f ed ha come codominio il dominio di
f, scambiando i ruoli delle variabili nella formula funzionale di f

~ 3z-5

Y7 T3
(=22+3)y = 3x-5
(-2y—3)z = -3y—5
S 3y+5

2y +3

In conclusione




