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I POSTULATI DELLA MECCANICA QUANTISTICA 

Si intende per postulato una assunzione da accettarsi a priori e non contraddetta 

dall’esperienza. 
 

I postulati trovano la loro unica giustificazione nella loro abilità nel predire e 

correlare i fatti sperimentali e nella loro applicabilità generale. 
 

Alcuni termini importanti: 

“variabile dinamica”:ogni proprietà che interessa un sistema è definita variabile 

dinamica (posizione r, energia E, ecc..) 

“osservabile”: ogni variabile dinamica che può essere misurata. In meccanica 

classica tutte le variabili dinamiche sono degli osservabili, invece in meccanica 

quantistica esistono restrizioni fondamentali sulla misura simultanea delle 

grandezze. 
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I POSTULATO 

a) Ogni stato di un sistema dinamico costituito da N particelle è descritto nel modo 

più completo possibile da una funzione (q1, q2, …qn, t) tale che 

b) la grandezza *d è proporzionale alla probabilità di trovare qi 

nell’intervallo tra qi e qi+dqi ad un dato tempo t. 

 

Tutte le informazioni sulle proprietà del sistema sono contenute nella funzione 

d’onda  che dipende solo dalle coordinate delle n particelle e dal tempo. 

Se le proprietà degli osservabili di un sistema non cambiano nel tempo si dice che 

il sistema si trova in uno stato stazionario (cioè se dp/dt=0).  

La seconda parte del postulato dà una interpretazione fisica della funzione . 

Questa interpretazione è visualizzabile in modo semplice con un sistema che 

contiene una sola particella nell’intervallo x e x+dx ad un dato tempo t.  



70 

I POSTULATI DELLA MECCANICA QUANTISTICA 

I POSTULATO 

Le funzioni d’onda, affinché diano sempre un’interpretazione corretta della realtà 
fisica, devono essere di classe Q. 

1) La funzione d’onda deve essere continua. 

2) La funzione deve essere ad un sol valore 

3) La funzione d’onda deve essere a quadrato sommabile. 

Queste restrizioni sono tutte collegate al postulato che  *d rappresenta una  
probabilità. La restrizione che sia a quadrato sommabile esprime la necessità che la 
probabilità di trovare la particella in tutto lo spazio sia finita. Un caso speciale è 
quando: 

 

 

In questo caso si dice che la funzione  è normalizzata. 

 



tuttolospazio* d 1
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I POSTULATO 

Verifichiamo se la funzione              con                        è una funzione d’onda accettabile? 

La funzione è ad un sol valore ed è finita, è continua ma è a quadrato sommabile? 

 

 

 

 

 

 

 

 

Per >0 è uguale a +       ; per <0 è uguale a - 

La funzione non è una funzione d’onda accettabile. 



y  ex



 x 

 > 0 

y 

x 

 <  0 

y 

x 











ex 
 exdx  e2x


 dx 

e2x

2

















1

2
e2x()  e2x() 

1

2
 0 
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I POSTULATO 

Verifichiamo se la funzione d’onda           con m numero intero e   

è una funzione d’onda accettabile. 

 

 

La funzione avrà come complesso coniugato: 

 

 

 

Ricordandoci che i2 = -1 

 

La funzione d’onda è accettabile perché rispetta tutti e tre i requisiti per le funzioni 
di classe Q. 

 



eim



0   2

  



Ae im        A2 eim
0
2

2
d  A2 2        A=

1

2

   
21 sencos

2

0

2

0
22   ddmm

  



eim  cosm isenm  poichè eix  cos x  isenx



cos m  isenm 0
2 cos m  isenm d 

cos2 m  icosmsenm  isenm cosm  (1 sen2m) 0
2 d
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La funzione d’onda 

 
Ma che utilità ha per noi la funzione d'onda y che è una funzione matematica?  

 

Immaginiamo che l'elettrone sia rappresentabile da una carica elettrica dispersa nello 

spazio: allora, per ogni punto identificato dalle coordinate (x,y,z), il valore y2 è 

proporzionale alla densità di carica in quel punto; oppure, preso un volume dt piccolo a 

piacere, y2d  rappresenta una misura della probabilità di trovare l'elettrone in quel 

volume d .  

Per ottenere la probabilità di trovare l'elettrone in una certa regione dello spazio occorre 

calcolare l'integrale y2d   esteso a tutta la regione che interessa. 

 

Chiameremo così "orbitale" una regione dello spazio delimitata  

da una superficie a uguale y2 e, al cui interno, la probabilità di  

Trovare l'elettrone sia, per esempio, 90% (se volessimo 100%  

dovremmo considerare "tutto” lo spazio).  

 

 

Questa "definizione" sarà da noi usata per rappresentare graficamente gli orbitali; y 

rappresenta perciò, per noi, soprattutto una funzione di probabilità. 
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II POSTULATO 

Ad ogni proprietà di un osservabile di un sistema, è associato un operatore lineare 

Hermitiano corrispondente, e le proprietà fisiche dell’osservabile possono essere 

dedotte dalle proprietà matematiche dell’operatore. 

L’operatore Hermitiano dà la certezza di ottenere sempre valori reali nel calcolo 

dell’osservabile. 

Un operatore Hermitiano è definito dalla relazione: 

 

 

                     sono funzioni che soddisfano le condizioni di accettabilità stabilite 

precedentemente (devono essere di classe Q!!!!) e  è l’operatore Hermitiano 

generico. 

 

  



i *  e j



i *  ̂
sp

 jd  j  ̂
sp

 *i *d
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II POSTULATO II POSTULATO 

Esercizio: 

Ricorrendo alla formula per l’integrazione per parti: 

Far vedere che l’operatore d/dx non è Hermitiano, mentre lo è  i(d/dx). 

Dobbiamo verificare che  

 

 

Essendo 

 

 

L’operatore non è Hermitiano perché è cambiato di segno rispetto a quello di 

partenza.  

 

  



 ̂
d

dx
 e  ̂*

d

dx
 (

d

dx
 è a coefficienti reali)

  

 dx
dx

d
dx

dx

d
dx

dx

d
ijijjij

sp

i ****



i *
d

dxsp

 jdx  j

d

dxsp

 i *dx



udv  uv vdu
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I POSTULATI DELLA MECCANICA QUANTISTICA 

II POSTULATO II POSTULATO 

Esercizio: 

Se è 

allora  

 

 

 

Applicando la formula di integrazione per parti al primo membro: 

 

 

Confrontando il secondo membro della 1) con la 2) posso dire che l’operatore  

-i(d/dx) è un’operatore Hermitiano. 

 

  



 ̂ i
d

dx
 e  ̂* i

d

dx
 



i * i
d

dxsp

 jdx  j (i
d

dxsp

 )i *dx

i * i
d

dxsp

 jdx   ji
d

dxsp

 i *dx



i * ij 
  j

d

dxsp

 ii *dx  i j

d

dxsp

 i * dx

1) 

2) 
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NOTAZIONE DI DIRAC 

Per convenienza, è utile introdurre un diverso tipo di notazione per gli integrali 

visti fin ora: 

 

 

 

Proviamo ad utilizzarla per dimostrare che gli autovalori di un operatore 

Hermitiano sono reali, proprietà di cui devono godere se corrispondono ad un 

osservabile. Consideriamo ora un insieme di autofunzioni  di un operatore 

Hermitiano        . Vale a dire: 

 

La complessa coniugata è: 

 

 



ˆ 



i * ˆ 
sp

 jd  i ˆ j 

i *
sp

 jd  i |j 

i ˆ j  j ˆ i 
*



 ̂i  aii



 ̂*i
*
 ai

*
i

*

1) 

2) 
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NOTAZIONE DI DIRAC 

Se si moltiplica i membri dell’equazione 1) per yi con i membri dell’equazione 2) 

per yi * e si integra su tutto lo spazio otteniamo: 

 

 

Se valgono le condizioni di Hermitianità: 

 

 

Poiché i e i* sono funzioni (e non operatori) non è importante l’ordine con cui 

viene eseguita l’operazione, per cui: 

 

 

L’autovalore deve essere reale perché solo i numeri reali sono uguali al loro 

complesso coniugato. 



i ˆ i i ai i  ai i |i 

i ˆ i *i ai i * ai*i |i *

  



i ˆ i i ˆ i * e quindi

ai  i |i  ai* i |i *

  



i |i i |i *  ovvero i *id  ii * d  

per cui ai  ai *
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Si presenta ora il problema di scrivere gli operatori di un dato osservabile. Per 

prima cosa si scrive l’espressione classica dell’osservabile in esame in termini delle 

coordinate, dei momenti e del tempo. 

Successivamente si fanno le seguenti sostituzioni: 

1)  si lasciano inalterate le variabili tempo e le coordinate 

2) nell’ambito delle coordinate Cartesiane i momenti pq sono sostituiti dagli 

operatori differenziali    



i  /q ;   h/2



80 

I POSTULATI DELLA MECCANICA QUANTISTICA 

 

Come esempio costruiamo l’operatore quantomeccanico dell’energia cinetica T 

espresso rispetto alle coordinate cartesiane delle particelle: 

 

 

Usando l’espressione per p abbiamo: 

 

 

 

 

ricordandoci che i2 = -1 

 



T 
1

2m
px

2  py
2  pz

2 



T 
1

2m
i



x









i



x









 i



y









i



y









 i



z









i



z






















2

2m

2

x2

2

y2

2

z2









 

2

2m
2
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L’operatore di interesse più generale è quello associato all’energia totale del 

sistema. L’espressione classica dell’energia totale è la funzione Hamiltoniana e 

pertanto l’operatore corrispondente è detto operatore Hamiltoniano. 

L’espressione dell’Hamiltoniano per un sistema costituito da una sola particella è 

 

 

Dove   è l’operatore energia cinetica e   è l’operatore energia potenziale che 

dipende soltanto dalla coordinata q. 

Pertanto 



ˆ T 



ˆ V 



 ̂  ̂T   ̂V 



 ̂ 
2

2m
2 V(q)
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III POSTULATO 

Supponiamo di voler calcolare le energie permesse di un sistema atomico o 

molecolare e di volerle confrontare con le misure sperimentali. 

Il terzo postulato stabilisce che, affinché le misure delle energie permesse di un 

sistema, costituito da particelle identiche, siano esatte lo stato del sistema deve 

essere descritto da una funzione d’onda  che sia autofunzione dell’operatore che 

corrisponde all’energia totale, vale a dire all’Hamiltoniano. 

Il problema del calcolo delle energie permesse si riduce allora al calcolo di n ed E 

che soddisfano le equazioni agli autovalori: 



 ̂n  Enn
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III POSTULATO 

Sia     un operatore che corrisponde ad un osservabile e vi sia un insieme di sistemi 

identici nello stato      . Inoltre       sia autofunzione di       cioè                          dove          

aS è un numero. Se uno sperimentatore esegue una serie di misure dell’osservabile 

che corrisponde ad      su elementi diversi dell’insieme, dovrà ottenere come 

risultato                

Solamente quando       ed      soddisfano questa condizione l’esperimento darò lo 

stesso risultato ad ogni misura. 

Questo postulato crea un collegamento tra il formalismo della meccanica 

quantistica e le misure sperimentali. 

 



S



S



ˆ 



ˆ 



ˆ 



aS



S



ˆ 



 ̂S  aSS
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III POSTULATO 

Nel caso di un sistema costituito da una sola particella si ha sostituendo la  

   nella  

 

si ottiene 

 

 

Che può anche essere scritta come 

 



 ̂n  Enn



 ̂ 
2

2m
2 V(q)




2

2m
2 V(q)









n  Enn


2

2m
2n V(q)n  Enn




2

2m
2n V(q)n  Enn  0
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III POSTULATO 

Ovvero moltiplicando per -1 

 
 

da cui 

 

 

 

Questa è l’equazione d’onda di Schrödinger di una singola particella in uno stato 

stazionario. 



2

2m
2n  (E V )n  0



2

2m
2n V(q)n  Enn  0
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IV POSTULATO 

Talvolta vogliamo conoscere le caratteristiche di un sistema che non è descritto da 

un’autofunzione dell’operatore associato a quella proprietà, cioè quando non vale 

l’equazione agli autovalori, ovvero: 

Sia dato un operatore        ed un insieme di sistemi identici descritti da una funzione 

d’onda         che non è autofunzione di        ; una serie di misure della proprietà che 

corrisponde ad        su elementi diversi dell’insieme non dà il medesimo risultato. 

Si ottiene piuttosto una distribuzione di risultati, la media dei quali darà 

 

 

        rappresenta il <<valore medio>> o di aspettazione della grandezza associata 

ad     nel caso in cui       non sia autofunzione di    . Ovviamente se       è 

autofunzione di       , il valor medio sarà uguale all’autovalore. 



 ̂S  aSS



S



ˆ 



ˆ 



ˆ 



ˆ 



ˆ 



S



ˆ 



ˆ 



S

  



ˆ  
S ˆ S

S |S

  o  ˆ medio
S * ˆ Sd

S *Sd
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V POSTULATO 

Molti esperimenti fatti in meccanica quantistica ed in spettroscopia riguardano 

fenomeni che dipendono dal tempo. In questo caso si presenta il problema di 

conoscere l’evoluzione della funzione di stato  

 

L’evoluzione nel tempo del vettore di stato             è espressa mediante la relazione 

 

 

 

dove      è l’operatore Hamiltoniano del sistema. 

Questa è l’equazione di Schrödinger dipendente dal tempo. 

         



 q,t 



 q,t 



ˆ 



ˆ   i


t
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V POSTULATO 

Se consideriamo l’espressione per l’Hamiltoniano 

e la sostituiamo nell’espressione precedente otteniamo: 

 

 

 

Se l’operatore non dipende esplicitamente dal tempo, è sempre possibile trovare 

una soluzione formale della forma: 



 ̂ 
2

2m
2 V(q)



 ̂  
2

2m
2n V(q)n  i



t



 q,t  0 q e
 i / At



89 

I POSTULATI DELLA MECCANICA QUANTISTICA 

V POSTULATO 

Per mostrare la validità della 

la sostituiamo nella  

e otteniamo  

 

 

Se      non dipende dal tempo il termine esponenziale che esprime la dipendenza dal 

tempo può essere anteposto all’operatore ottenendo 

 



 q,t  0 q e
 i / At



ˆ   i


t



ˆ 



i
 q,t 

t
 i 0(q) 

i







Ae

 i/ At
  ̂0(q)e

 i / At 



i 
i







A0(q)e

 i/ At
 e

 i/ At ˆ 0(q)

A0(q) ˆ 0(q)
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La plausibilità dell’equazione di Schrödinger  

L’equazione di Schrödinger si considera propriamente alla stregua di un postulato 

della meccanica quantistica e, quindi, non dovrebbe richiedere giustificazione più 

approfondita.  

Vediamo però come l’equazione di Schrödinger costituisce una descrizione 

plausibile del comportamento della materia ritornando alla formulazione della 

meccanica classica data nel secolo diciannovesimo. 

Ai tempi di Schrödinger era noto che un’onda piana aveva un’equazione classica 

del tipo: 

 

 

Dove A è l’ampiezza massima dell’onda, l è la lunghezza d’onda,  è la frequenza 

e  è l’ampiezza dell’onda in un un certo punto x. 



  Ae
2i x

l
t 


