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I.1a.

P : �la Procuratrice della Repubblica disporrà l�incriminazione di almeno

un componente della cordata politico-a¤aristica�

Q : �tutti i partiti perderanno voti alla prossima elezione in termini assoluti�

R : �qualche dirigente politico continuerà a trastullarsi con le percentuali�

C : P ) (Q ^R)

È molto utile, preliminarmente, identi�care i predicati e la relativa quanti�-
cazione che compaiono nelle 3 proposizioni P , Q, R

X � insieme dei componenti la cordata politico-a¤aristica

d (x) : la Procuratrice della Repubblica disporrà l�incriminazione di x

P : 9x 2 X; d (x)
Y � insieme dei partiti che si presenteranno alle prossime elezioni

v (y) : il partito y perderà voti alle prossime elezioni

Q : 8y 2 Y; v (y)
Z � insieme dei dirigenti politici dei vari partiti

t (z) : il dirigente z continuerà a trastullarsi con le percentuali

R : 9z 2 Z; t (z)

I.1b. Una prima davvero molto semplice forma della negazione logica di
C è :C (�quando esiste una risposta facilissima, non pensare subito che la
domanda sia un tranello della carogna...�). Per ottenere una seconda rappre-
sentazione, utilizzo quella ottenuta per C in qualità di proposizione composta,
cioè P ) (Q ^R). Devo dunque rappresentare la negazione logica di una propo-
sizione condizionale, e allo scopo lo spunto principale consiste nel cacciarsi via
dalla testa l�idea del tutto errata (anche se molto di¤usa) che essa sia a sua
volta una proposizione condizionale. Per rendersi conto di ciò, basta già la
semplice contabilità dei valori di verità tabellari. Infatti, se considero per �s-
sare le idee la proposizione S ) T , so che essa assume valore vero in 3 delle
4 possibili assegnazioni di valori di verità alle lettere proposizionali S e T , e
non c�è davvero motivo di pensare che la circostanza cambi miracolosamente
scambiando il posto delle lettere o sostituendole con le loro negazioni, come ad
esempio nel caso delle proposizioni T ) S, :S ) :T , :T ) S, etc. Ma, al
contrario, la negazione di S ) T , cioè : (S ) T ), dovendo essere vera quando
S ) T è falsa e falsa quando S ) T è vera, assume valore vero in una sola
delle 4 possibili assegnazioni di valori di verità alle lettere proposizionali S e
T ; e non può pertanto equivalere ad un condizionale composto da S o T e/o
dalle loro negazioni, in qualunque ordine. Il calcolo appena fatto suggerisce
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anzi che : (S ) T ), in quanto vera in 1 caso su 4, possa venir rappresentata in
forma logicamente equivalente come congiunzione. L�esplicita enunciazione di
quell�unico caso di verità costituisce proprio la rappresentazione cercata: S^:T
(controllerai facilmente costruendo le tabelle di verità). A questa conclusione
si poteva giungere anche ricordando la cosiddetta forma disgiuntiva del con-
dizionale, che nel caso di �S ) T è :S _ T ; dall�equivalenza logica delle due
formule appena scritte si perviene direttamente all�equivalenza tra : (S ) T )
e : (:S _ T ) e in�ne, grazie ad una delle due leggi di De Morgan, a quella tra
: (S ) T ) e S ^ :T .
Tornando all�esercizio assegnato, possibili rappresentazioni della negazione

logica di C sono allora

:C, P ^ [: (Q ^R)] , P ^ [:Q _ :R] , (P ^ :Q) _ (P ^ :R)

dove per la terza rappresentazione ho usato l�altra legge di De Morgan, e per la
quarta una delle due proprietà distributive.
I.1c. Riesprimendo nel linguaggio naturale originario le proposizioni sem-

plici P , Q, ed R, e tenendo conto attentamente della regola di scambio dei
quanti�catori nel passaggio alla negazione:

:Q : : [8y 2 Y; v (y)]
: 9y 2 Y; :v (y)

:R : : [9z 2 Z; t (z)]
: 8z 2 Z; :t (z)

pervengo alla seguente formulazione:

:C : �La Procuratrice della Repubblica disporrà l�incriminazione di almeno

un componente della cordata politico-a¤aristica,

(ma) e inoltre

qualche partito perderà voti alla prossima elezione in termini assoluti,

oppure qualche dirigente politico continuerà a trastullarsi con le percentuali�

o anche

:C : �La Procuratrice della Repubblica disporrà l�incriminazione di almeno un

componente della cordata politico-a¤aristica e inoltre qualche partito

perderà voti alla prossima elezione in termini assoluti,

oppure

La Procuratrice della Repubblica disporrà l�incriminazione di almeno un

componente della cordata politico-a¤aristica e inoltre qualche dirigente politico

continuerà a trastullarsi con le percentuali�
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I.1d. Continuando l�analisi esempli�cativa iniziata al punto b, costruisco la
tabella di verità di tutte le proposizioni condizionali che si possono formare con
due lettere proposizionali S e T e con le loro negazioni, in qualunque ordine, per
accertare l�eventuale esistenza tra esse di una soddisfacente le condizioni richi-
este (tenendo presente che per ricondurmi al caso in esame della proposizione
C il ruolo di S verrà preso da P e quello di T verrà preso da Q ^R).

S T :S :T S ) T S ) :T :S ) T :S ) :T T ) S T ) :S :T ) S :T ) :S

V V F F V F V V V F V V
V F F V F V V V V V V F
F V V F V V V F F V V V
F F V V V V F V V V F V

Vedo così che le proposizioni condizionali che risultano vere insieme a S ) T
tanto quando S e T sono entambe vere, quanto quando sono entrambe false,
sono :T ) :S, che è logicamente equivalente a S ) T (principio di contrappo-
sizione), e la coppia (T ) S;:S ) :T ) (equivalenti tra loro ma non a S ) T ).
Posso ora concludere la risposta al quesito proponendo

D : (Q ^R)) P

I.2. Chiamo c e d le concentrazioni di soluto nelle due soluzioni di cui mi
servo per ottenere la miscela desiderata. Dalle informazioni ricevute ottengo

d = 60% �d = 3% �d
d
= 3

60 = 5% 57% � d � 63%

c = 20% �d
d
= 10% �c = 10

100c = 2% 18% � c � 22%

Siano x e y le quantità (in centilitri) di liquido delle due soluzioni che utilizzo,
e b la concentrazione di soluto che ottengo. Ogni centilitro della prima soluzione
mi fornisce cx cl di soluto e ogni centilitro della seconda me ne fornisce dy cl, per
un totale di (cx+ dy) cl. Poiché la miscela che compongo contiene esattamente
100 cl, la quantità in cl di soluto che ottengo coincide anche con la concentrazione
b ottenuta. Vale allora

x+ y = 100 b = cx+ dy

da cui
y = 100� x b = xc+ (100� x) d = 100d+ x (c� d)

Se trascuro completamente l�incertezza relativa alla concentrazione di soluto
nelle due soluzioni che possiedo, ottengo

b =
20

100
x+

60

100
y =

x

5
+
3

5
(100� x) = 300� 2x

5
= 60� 2

5
x
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e concludo

35 = 60� 2
5
x

2

5
x = 25 x = 62; 5 y = 37; 5

Se invece tengo conto dell�incertezza, ottengo

min b =
18

100
x+

57

100
y =

18x+ 57 (100� x)
100

= 57� 39

100
x

max b =
22

100
x+

63

100
y =

22x+ 63 (100� x)
100

= 63� 41

100
x

da cui

�b =
63� 41

100x�
�
57� 39

100x
�

2
= 3� 1

100
x

b =
63� 41

100x+ 57�
39
100x

2
= 60� 2

5
x

�b

b
=

3� x
100

60� 2x
5

=
300� x
6000� 40x

La (modesta) diminuzione dell�errore assoluto ottenuto nella concentrazione �-
nale al crescere della quantità x utilizzata della prima soluzione dipende dal
fatto che l�errore assoluto della prima soluzione (2%) è inferiore a quello della
seconda.(3%). Il gra�co dell�errore relativo (asintoto verticale di equazione
x = 150, asintoto orizzontale di equazione y = 1

40 )

100 200 300 400

­0.5

­0.4

­0.3

­0.2

­0.1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

x

y

mostra invece che esso aumenta al crescere del contributo della prima soluzione,
la quale infatti presenta un errore relativo (10%) superiore a quello della seconda
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(5%). Al contributo della prima soluzione determinato trascurando l�incertezza
(x = 62; 5) corrisponde un errore assoluto di concentrazione ottenuta pari al
3� 0; 625 = 2; 375%, con un errore relativo pari a circa il 6; 8%. Accettando ad
esempio una concentrazione �nale presunta ridotta al 30%, che corrisponde ad
un maggior contributo x della prima soluzione, pari a 75 cl, diminuirei l�errore as-
soluto riducendolo al 2; 25%, ma aumenterei quello relativo portandolo al 7; 5%.

I.3. L�equazione cartesiana della retta contenente il lato PQ ha gli stessi
coe¢ cienti delle incognite della retta cui è parallela, e deve essere soddisfatta
dalle coordinate del vertice P ; pertanto essa è la seguente:

4x+ 3y = 4xP + 3yP = 7

e la coppia (4; 3) dei coe¢ cienti delle incognite individua come è noto una di-
rezione perpendicolare a quella di PQ. Pertanto come direzione di PQ posso
prendere la coppia (3;�4) ottenuta per scambio tra le componenti e un muta-
mento di segno, e le equazioni perametriche della retta contenente PQ sono

x = �2 + 3t y = 5� 4t

L�area di PQR è il semiprodotto dei cateti; poiché questi sono uguali, il quadrato
della loro lunghezza deve essere uguale a 100, e quest�ultima è dunque uguale a
10. Determino Q come il punto Xt sulla retta trovata per il quale risulta uguale
a 10 la distanza da P

XtP =

q
(3t)

2
+ (�4t)2 = 5 jtj

e ho quindi a disposizione due alternative per Q (t� 2):

Q+ = (4;�3) Q� = (�8; 13)

Scelgo la prima, invitandoti a studiare la seconda come esercizio (la �gura sotto
contiene in tratteggio anche il triangolo corrispondente a questa opzione). Il
lato (cateto) Q+R è perpendicolare a PQ+; in quanto tale, come coppia di
coe¢ cienti nella equazione cartesiana della retta che lo contiene posso prendere
la coppia (4;�3) che fornisce la direzione di PQ+; e come coppia che ne fornisce
la direzione posso prendere quella dei coe¢ cienti dell�equazione cartesiana di
PQ+. Dunque le due rappresentazioni sono

3x� 4y = 3xQ+ � 4yQ+ = 24

x = 4 + 4u y = �3 + 3u

Anche qui scelgo R in modo che il punto Yu sulla retta trovata risulti avere
uguale a 10 la distanza da Q+

YuQ
+ =

q
(4u)

2
+ (3u)

2
= 5 juj
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e ho a disposizione due ulteriori alternative1 per R (u = �2)

R++ = (12; 3) R+� = (�4;�9)

­18 ­16 ­14 ­12 ­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10 12 14

­10

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

x

y

PQ+R++ verde, PQ+R+� celeste, PQ�R�+ marrone, PQ�R�� blu

Scelgo R++ (anche la scelta di R+� costituisce un esercizio che lascio a
te) e mi restano da scrivere le rappresentazioni parametriche e cartesiana della
retta contenente l�ipotenusa PR++; a tal �ne determino per di¤erenza delle
coordinate omologhe dei due vertici una coppia che ne fornisce la direzione (o
un suo multiplo), che poi procedo a trasformare nel modo abituale (scambio
di posto e mutamento di un segno) per ottenere i coe¢ cienti delle incognite
nell�equazione cartesiana

xR++ � xP = 14 yR++ � yP = �2

x = �2 + 7v y = 5� v

x+ 7y = xP + 7yp = xR++ + 7yR++ = 33

1Si comprende così come sia possibile costruire 4 triangoli in modo da soddisfare le
condizioni imposte nell�esercizio, precisamente PQ+R++, PQ+R+�, e i corrispondenti
PQ�R�+, PQ�R�� costruibili in modo analogo scegliendo Q� anziché Q+.
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II.4a.
h
(x� 2)2 � 9

i4
> 256

Per non aver a che fare con numeri troppo grandi che renderebbero il disegno
del gra�co del primo membro della disequazione poco agevole, riscrivo la dise-
quazione nella forma equivalente�

(x� 2)2 � 9
�4

44
> 1

e procedo in primo luogo a disegnare il gra�co della funzione g : x 7�! (x�2)2�9
4 ,

che è una parabola con la concavità verso l�alto ottenibile per traslazione in
basso di 94 e a destra di 2 della parabola canonica di equazione y =

x2

4 ; dunque
con il vertice nel punto V �

�
2;� 9

4

�
. Il successivo elevamento alla quarta

potenza fornisce valori comunque non negativi, con inversione della monotonia
nell�intervallo compreso tra gli zeri di g (in cui g assume valori negativi), cioè2

tra �1 e 5, e la conseguente trasformazione del punto di minimo locale V nel
punto di massimo locale V 0 �

�
2; 6561256 ' 25; 63

�

­2 2 4 6
­2

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

24

26

x

y

x 7�! (x�2)2�9
4 marrone, x 7�! ((x�2)2�9)

4

44 blu , y = 1 rosso

2Vale infatti (x� 2)2 � 9 = 0() x� 2 = �3() (x = �1) _ (x = 5)
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La posizione rispetto alla retta orizzontale di equazione y = 1 del gra�co risul-
tante già suggerisce l�esistenza di 4 valori (xi)i24 che delimitano l�insieme delle
soluzioni Sa nel modo seguente:

Sa = (�1; x1) [ (x2; x3) [ (x4;+1)

Per determinare con precisione questi 4 valori, ritorno alla disequazione ori-
ginale, e tengo presente che l�insieme delle soluzioni di una disequazione di
quarto grado della forma z4 > k con k > 0 ha struttura molto simile a quella
dell�insieme delle soluzioni di una disequazione di secondo grado della forma
u2 > h con h > 0; infatti si ha

z4 > k ()
�
z2
�2
> k

()
�
z2 < �

p
k
�
_
�
z2 >

p
k
�

() (impossibile) _
�
z < �

qp
k = � 4

p
k

�
_
�
z >

qp
k =

4
p
k

�
Pertanto si ha�
(x� 2)2 � 9

�4
> 256 ()

�
(x� 2)2 � 9 < �4

�
_
�
(x� 2)2 � 9 > 4

�
()

�
(x� 2)2 < 5

�
_
�
(x� 2)2 > 13

�
()

�
2�

p
5 < x < 2 +

p
5
�
_
�
x < 2�

p
13
�
_
�
x > 2 +

p
13
�

e in de�nitiva

Sa =
�
�1; 2�

p
13
�
[
�
2�

p
5; 2 +

p
5
�
[
�
2 +

p
13;+1

�
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II.4b. tg
�
x
3 �

�
2

�
> �1

Dal gra�co noto (tratteggiato in nero) della funzione tg mediante traslazione
a destra di �2 ottengo quello (in blu) della funzione x 7�! tg

�
x� �

2

�

x

y

e successivamente per dilatazione bilaterale orizzontale di modulo 3 quello (mar-
rone) della funzione x 7�! tg

�
x
3 �

�
2

�
a primo membro della disequazione.

x

y

y = �1 rosso
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Il periodo della funzione tg è �, ed essa assume in modo crescente tutti i valori
del suo codominio R in ciascun intervallo della forma

�
(2k � 1) �2 ; (2k + 1)

�
2

�
,

dove k è un intero qualunque. Per e¤etto della traslazione di �2 , il periodo della
funzione x 7�! tg

�
x� �

2

�
è ancora �, ma essa assume in modo crescente tutti i

valori del suo codominio R in ciascun intervallo ora della forma (k�; (k + 1)�),
sempre con k intero qualunque. In�ne, per e¤etto della dilatazione di mod-
ulo 3, il periodo della funzione x 7�! tg

�
x
3 �

�
2

�
è ora 3�, ed essa assume in

modo crescente tutti i valori del suo codominio R in ciascun intervallo della
forma (3k�; 3 (k + 1)�). In un tale intervallo, come suggerisce il gra�co, la
disequazione è soddisfatta a destra della soluzione dell�equazione associata

tg
�x
3
� �
2

�
= �1

Tale equazione, per la periodicità della funzione tg, ammette in generale in�nite
soluzioni, rappresentabili nella forman

��
4
+ h�

o
h2Z

In virtù però della condizione 3k� < x < 3 (k + 1)� che corrisponde ad aver
�ssato con una ben precisa scelta di k uno speci�co intervallo di periodicità della
funzione x 7�! tg

�
x
3 �

�
2

�
, l�equazione ha una sola soluzione, ottenibile dando

ad h il valore k

posto : 3k� < x < 3 (k + 1)�

tg
�x
3
� �
2

�
= �1 () x

3
� �
2
= ��

4
+ k�

() x

3
=
�

4
+ k�

() x = 3k� +
3�

4

Tornando alla disequazione, posso grazie alla precedente analisi dell�equazione
associata pervenire alla determinazione dell�insieme delle soluzioni in modo di-
retto. Poiché vale

tg x > �1() x 2
[
k2Z

�
��
4
+ k�;

�

2
+ k�

�
segue allora

tg
�x
3
� �
2

�
> �1 ()

�x
3
� �
2

�
2
[
k2Z

�
��
4
+ k�;

�

2
+ k�

�
() x

3
2
[
k2Z

��
4
+ k�; (k + 1)�

�
() x 2

[
k2Z

�
3

4
� + 3k�; 3 (k + 1)�

�
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II.4c.
7x+ 5

2x+ 7
� 18jxj�40

3jxj�2

Analizzo il membro di destra sopprimendo in un primo momento i valori
assoluti, per reintrodurli successivamente sfruttando l�arti�cio gra�co corrispon-
dente. In ogni caso costruisco le appropriate iperboli equilatere che costituiscono
il gra�co di ciascuna delle funzioni coinvolte nell�analisi

y = 18x�40
3x�2 as. or. y = 6 as. v. x = 2

3 int. assi
�
20
9 ; 0

�
(0; 20)

y = 10jxj�5
3jxj+5 as. or. y = 10

3 as. v. x = � 2
3 int. assi

�
� 20

9 ; 0
�
(0; 20)

y = 7x+5
2x+7 as. or. y = 7

2 as. v. x = � 7
2 int. assi

�
� 5
7 ; 0
� �

0; 712
�

­10 ­5 5 10

5

10

15

20

x

y

y = 18x�40
3x�2

­10 ­5 5 10

­10

­5

5

10

x

y

y = 18jxj�40
3jxj�2

­12 ­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6

­6
­4
­2

2
4
6
8

10
12

x

y

y = 7x+5
2x+7
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­20 ­15 ­10 ­5 5 10 15 20

­20

­15

­10

­5

5

10

15

20

x

y

A B C

L�insieme delle soluzioni della disequazione appare già in modo qualitativo nella
�gura, che presenta 3 punti di intersezione tra i gra�ci del primo e del secondo
membro. La disequazione è soddisfatta tra A e l�asintoto verticale del primo
membro, e nei tre intervalli in cui BC è diviso dai due asintoti verticali del
secondo membro3 . Determino con precisione A, B, e C risolvendo l�equazione
associata.
Per x � 0:

7x+5
2x+7 =

18x�40
3x�2 �! (3x� 2) (7x+ 5) = (2x+ 7) (18x� 40)

�! 21x2 + x� 10 = 36x2 + 46x� 280

�! 15x2 + 45x� 270 = 0() x2 + 3x� 18 = 0

�! x1 = �6 non accettabile xC = 3

3Ricorda che in corrispondenza degli asintoti verticali di uno dei due membre la dise-
quazione non è de�nita.
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Per x � 0:
7x+5
2x+7 =

18x+40
3x+2 �! (3x+ 2) (7x+ 5) = (2x+ 7) (18x+ 40)

�! 21x2 + 29x+ 10 = 36x2 + 206x+ 280

�! 15x2 + 177x+ 270 = 0() 5x2 + 59x+ 90 = 0

(492 = 2401) �! xA =
�59�

p
592�1800
10 = �10 xB =

�59+
p
412

10 = � 9
5

In conclusione,

Sc =

�
�10;�7

2

�
[
�
�9
5
;�2
3

�
[
�
�2
3
;
2

3

�
[
�
2

3
; 3

�

II.4d. log2
�
jxjx
9 � 4

3x+ 3
�
� �2

Il gra�co dell�argomento della funzione logaritmica si ottiene per saldatura
nel punto comune dell�asse Y , di ordinata 3, delle due parabole associate ai due
trinomi di secondo grado �x2

9 �
4
3x+ 3 (a sinistra) e

x2

9 �
4
3x+ 3 (a destra)

­14 ­12 ­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10 12 14

­14
­12
­10

­8
­6
­4
­2

2
4
6
8

10
12
14

x

y

y = x2

9 �
4
3x+ 3 marrone, y = �

x2

9 �
4
3x+ 3 celeste
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Procedendo sui due trinomi col completamento del quadrato

x2

9
� 4
3
x+ 3 =

�
x2

9
� 4
3
x+ 4� 1

�
=

�x
3
� 2
�2
� 1

�x
2

9
� 4
3
x+ 3 = �

�
x2

9
+
4

3
x� 3

�
= �

�
x2

9
+
4

3
x+ 4� 7

�
= �

�x
3
+ 2
�2
+ 7

individuo i vertici delle due parabole

V + = (6;�1) V � = (�6; 7)

e i loro punti di intersezione con l�asse orizzontale

x+1;2
3 � 2 = �1 x+1 = 3 x+2 = 9

x�1;2
3 + 2 = �

p
7 x�1 = �6� 3

p
7 x+2 = �6 + 3

p
7

Nel successivo passaggio ai logaritmi dei valori appena rappresentati, che ne
richiede la stretta positività, si ottiene in primo luogo il campo di esistenza
della disequazione

per x � 0 �6� 3
p
7 < x < �6 + 3

p
7 �! x 2

�
�6� 3

p
7; 0
�

per x � 0 (x < 3) _ (x > 9) x 2 [0; 3) [ (9;+1)

e in de�nitiva
x 2

�
�6� 3

p
7; 3
�
[ (9;+1)

con i corrispondenti asintoti verticali del gra�co del secondo membro x 7�!
log2

�
jxjx
9 � 4

3x+ 3
�
agli estremi dei due intervalli che lo de�niscono

lim
x�!�6�3

p
7
+
log2

�
jxjx
9

� 4
3
x+ 3

�
= �1

lim
x�!3�

log2

�
jxjx
9

� 4
3
x+ 3

�
= �1

lim
x�!9+

log2

�
jxjx
9

� 4
3
x+ 3

�
= �1

Gli intervalli di monotonia, e il loro tipo, in particolare l�ascissa del punto di
massimo locale in xV � = �6, sono preservati dal passaggo ai logaritmi, con i
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punti di intersezione con gli assi (la cui ascissa denoto con z) in corrispondenza
del valore 1 nell�argomento

z+1;2
3 � 2 = �

p
2 z+1 = 6� 3

p
2 z+2 = 6 + 3

p
2

z�1;2
3 + 2 = �

p
6 z�1 = �6� 3

p
6 z+2 = �6 + 3

p
6 non rilevante

­14 ­12 ­10 ­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8 10 12 14

­10

­5

5

10

x

y

A B C

x 7�! log2

�
�x2

9 �
4
3x+ 3

�
blu, x 7�! log2

�
x2

9 �
4
3x+ 3

�
rosso

­15.0 ­14.5 ­14.0 ­13.5 ­13.0

­3

­2

­1

0

x

y
A

2 4 6 8 10

­10

­8

­6

­4

­2

0

2

x

y

A B C

15



L�insieme delle soluzioni Sd della disequazione appare anche qui in modo qual-
itativo nella �gura, che presenta 3 punti di intersezione del gra�co del primo
membro con la retta orizzontale (tratteggiata) di equazione y = �2. Sd consiste
di 3 intervalli, invero alquanto piccoli, compresi ciascuno tra le tre ascisse A, B,
C dei 3 punti e l�asintoto ad essi più vicino. Dall�equazione associata ottengo
A, B, e C

log2

�
jxjx
9

� 4
3
x+ 3

�
= �2 ()

* x2

9 �
4
3x+ 3 =

1
4 e x � 0

�x2

9 �
4
3x+ 3 =

1
4 e x � 0

1A

()
* �

x
3 � 2

�2 � 1 = 1
4 e x � 0

�
�
x
3 + 2

�2
+ 7 = 1

4 e x � 0

1CA
()

* �
x
3 � 2

�2
= 5

4 e x � 0�
x
3 + 2

�2
= 27

4 e x � 0

1CA
*
B = 6� 3

p
5

2 C = 6 + 3
p
5

2

A = �6� 9
p
3

2 x = �6 + 9
p
3

2 (non rilevante)

1CA
e concludo

Sd =

 
�6� 3

p
7;�6� 9

p
3

2

#
[
"
6� 3

p
5

2
; 3

!
[
 
6 +

3
p
5

2
; 9

#

II.5. Siano a, b, c, d, e, f i nomi delle 6 squadre. Calcolo prima il numero
m dei possibili esiti del primo sorteggio; poi calcolo, per ciascun esito del primo
sorteggio, il numero dei possibili esiti del secondo; questo secondo numero non
varia con il particolare esito del primo sorteggio che viene proseguito, e pertanto
posso denotarlo n. Il totale dei possibili esiti è dunque uguale a m� n.
Primo sorteggio. Per �ssare le idee considero le due squadre a e b, e il

gruppo delle altre 4 che chiamo G � fc; d; e; fg. Gli esiti del sorteggio in cui a
e b giocano l�una contro l�altra sono tanti quanti i diversi accoppiamenti residui
di G, e cioè 3, secondo che a giocare contro c sia d, e, oppure f . Gli esiti del
sorteggio in cui a e b non giocano l�una contro l�altra sono 12, secondo che a
giocare contro a sia una qualunque delle 4 squadre di G, e contro b una delle 3
rimanenti. Concludo che vale m = 3 + 12 = 15.
Secondo sorteggio. Siano ora C1, C2, C3 le coppie stabilite nel primo sorteg-

gio. Per la seconda giornata, qualunque siano i, j, e k diversi tra loro, non è
possibile che le 2 squadre di Ci incontrino le 2 squadre di Cj ,perché ciò im-
plicherebbe la ripetizione dell�incontro Ck; pertanto, occorre e basta sorteggiare
una squadra in C2 [ C3, per farla giocare con una delle due squadre in C1,
con 4 possibili risultati, e una delle 2 squadre della coppia cui non appartiene la
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squadra appena scelta, per l�altra squadra di C1. In totale, �ssato un qualunque
esito del primo sorteggio, i possibili esiti del secondo sorteggio sono 4� 2 = 8.
In conclusione, i possibili esiti del doppio sorteggio sono 15� 8 = 120.
Volendo ricorrere alle formule del calcolo combinatorio, si può descrivere

il primo sorteggio immaginando di scegliere 2 squadre sulle 6 disponibili per
il primo accoppiamento, e poi 2 squadre sulle 4 residue per il secondo accop-
piamento, cosa che determina anche il terzo per semplice esclusione. Il totale
sembra dunque essere

C6;2 � C4;2 =
�
6

2

�
�
�
4

2

�
=

6!

4!2!
� 4!
2!2!

=
6 � 5
2
� 4 � 3
2

= 15 � 6 = 90

con un fattore moltiplicativo 6 rispetto a quanto a¤ermato prima. Il motivo
di questa sopravvalutazione sta nel fatto che la descrizione del sorteggio nel
modo appena fatto introduce una possibile distinzione temporale tra le fasi
del sorteggio cui non corrisponde necessariamente una distinzione nel risultato
complessivo degli accoppiamenti. Ad esempio, la descrizione fatta considera
esiti distinti i tre seguenti risultati della sequenza di estrazioni:

I

L�esito della prima scelta è (a; d)

e quello della seconda è (c; e)

da cui risultano le partite

a contro d c contro e b contro f

II

L�esito della prima scelta è (b; f)

e quello della seconda è (a; d)

da cui risultano le partite

b contro f a contro d c contro e

III

L�esito della prima scelta è (a; d)

e quello della seconda è (b; f)

da cui risultano le partite

a contro d b contro f c contro e

Si vede così che la formula adatta deve contenere uno sconto, corrispondente
al numero delle sequenze di estrazioni che con�gurano lo stesso insieme di 3
accoppiamenti ma li enunciano in ordine diverso:

C6;2 � C4;2
P3

=
6!
4!2! �

4!
2!2!

3!
=
15 � 6
6

= 15
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La stessa sopravvalutazione non si manifesta nella descrizione fatta del se-
condo sorteggio, che pure ho enunciato come composto da due fasi; ciò è dovuto
al fatto che le squadre sorteggiate in C2 [C3 nelle due fasi vengono accoppiate
alle due diverse squadre della coppia C1; pertanto, una stessa coppia di squadre
sorteggiata in ordine diverso con�gura un diverso calendario di incontri.

II.6. Dalla formula che de�nsce il termine generale di progressioni arit-
metiche e geometriche

15 = a21 = a0 + 21p �3 = a27 = a0 + 27p

�3 = b3 = b0q3
p
3
3 = b6 = b0q

6

da cui, per di¤erenza e quoziente (rispettivamente) membro a membro

a27 � a21 = �18 = 6p p = �3 a0 = 15� 21p = 78

b6
b3
= q3 = �

p
3
9 = �3� 3

2 q = �3� 1
2 = � 1p

3
b0 =

�3
q3 = 3

5
2 = 9

p
3

Procedo ora come nello svolgimento del gruppo di esercizi n.4 e/o della prova
intermedia del 27.01.2014

100X
n=11

an =
100X
n=1

an �
10X
n=1

an

= 100a0 +
100 � 101

2
p�

�
10a0 +

10 � 11
2

p

�
= 5 [18a0 + (10 � 101� 11) p]
= 5 (1404 + 999p) = �5 � 1593 = �7965

9X
n=2

bn =
9X

n=2

b0q
n = b0q

2

 
7X

k=0

qk

!
= b2

 
7X

k=0

qk

!

=
b3
q
� q

8 � 1
q � 1 = 3

p
3 � 1� 3�4

1�
�
�3� 1

2

�
= 3

p
3

p
3

34
34 � 1p
3 + 1

=
80
�p
3� 1

�
2 � 32

=
40

9

�p
3� 1

�
' 3; 2536
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III.7.

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! cosx (gra�co che deve essere ben noto)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! jcosxj (rosso; semipiano superiore si conserva, l�infer. si ri�ette vert.)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! � jcosxj (blu; per simmetria verticale rispetto all�asse X)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

x

y

x 7�! cos (� jxj) = cos jxj = cosx (perché funzione pari)
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­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­3

­2

­1

1

2

3

x

y

x 7�! 1
cos x (ordinate �1 restano, da (0; 1) in (1;+1), da (�1; 0) in (�1;�1))

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­5

­4

­3

­2

­1

1

2

3

4

5

x

y

x 7�! 2
cos x (blu; per dilatazione verticale bilaterale di modulo 2)
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­2.5 ­2.0 ­1.5 ­1.0 ­0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

­1.0

­0.5

0.5

1.0

x

y

x 7�! cos 1x (blu; tutte le onde in
�
�
2 ;+1

�
schiacciate in

�
0; 2�

�
)

­2.5 ­2.0 ­1.5 ­1.0 ­0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

­1.0

­0.5

0.5

1.0

x

y

x 7�! cos 2x = cos
1
x
2
(rosso; per dilatazione orizzontale bilaterale di modulo 2)

­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6

­1

1

2

x

y

x 7�! 2cos x (rosso; valori in [�1; 1] mutati monotonamente in valori di
�
1
2 ; 2
�
)
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­3 ­2 ­1 1 2 3 4

­1.0

­0.5

0.5

1.0

x

y

logdue(pigreco/2) logdue(3pigreco/2)
logdue(pigreco)

x 7�! cos 2x (verde; onde complete in intervalli via via più stretti))

2 4 6 8

­6

­4

­2

2

x

y

gra�co della funzione logaritmo (base 1
2 ; deve essere ben noto)

2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�!
���log 1

2
x
��� (rosso; semipiano superiore si conserva, l�infer. si ri�ette vert.)
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2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! �
���log 1

2
x
��� (marrone; per ri�essione verticale rispetto all�asse X)

­8 ­6 ­4 ­2 2 4 6 8

­8

­6

­4

­2

2

x

y

x 7�! � log 1
2
(� jxj) (semip. sin. si conserv., e ri�ett. orizz. su destro; ma è

vuoto!)

(funzione non de�nita!)
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2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! 1
log 1

2
x (ordinate �1 restano, da (0; 1) in (1;+1), da (�1; 0) in (�1;�1)

e vicev.)

2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! 2
log 1

2
x (blu; per dilatazione verticale bilaterale di modulo 2)

2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! log 1
2

1
x = � log 12 x (marrone; per ri�ess. vert. rispetto all�asse X)
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2 4 6 8 10 12

­6

­4

­2

2

4

6

x

y

x 7�! log 1
2

2
x = 1 + log 12

1
x (lilla; per traslaz. vert. verso l�alto di ampiezza 1)

­2 2 4

­2

2

4

x

y

x 7�! 2
log 1

2
x
= 2� log2 x = 1

2log2 x
= 1

x (dominio: R++)

­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

x

y

x 7�! log 1
2
2x = log 1

2

�
1
2

��x
= �x (dominio: R)
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­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

gra�co della funzione arcotangente (deve essere ben noto)

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

x 7�! jarctg xj (rosso; semipiano super. si conserva, l�infer. si ri�ette vert.)

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

x 7�! � jarctg xj (marrone; per ri�essione verticale rispetto all�asse X)

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

x 7�! arctg (� jxj) (blu; semip. sin. si conserv., e ri�ett. orizz. su destro)

Osservo la coincidenza degli ultimi due gra�ci; infatti

arctg (� jxj) = arctg (�x) = � arctg x = � jarctg xj se x � 0

arctg (� jxj) = arctg x = � (� arctg x) = � jarctg xj se x � 0
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Sul gra�co della funzione h : x 7�! arctg 1x (argomento svolto a lezione).
Considero in primo luogo argomenti positivi per la funzione h. Osservo che

scrivere
y = arctg x (x > 0)

equivale a scrivere �
0 < x = tg y = sen y

cos y

0 < y < �
2

Poiché angoli complementari si scambiano reciprocamente seno e coseno, vale
allora anche (

0 < 1
x =

cos y
sen y =

sen(�2�y)
cos(�2�y)

= tg
�
�
2 � y

�
0 < y < �

2

e in de�nitiva

arctg 1x =
�
2 � y per x > 0

arctg 1x =
�
2 � arctg x per x > 0

arctg 1x + arctg x =
�
2 per x > 0

Ne segue che a destra dell�asse Y il gra�co di h si ottiene da quello della funzione
arctg per simmetria rispetto alla retta orizzontale di equazione y = �

4 .
Considero adesso argomenti negativi per la funzione h, riconducendomi a

quanto già trovato per quelli positivi. Se x è negativo, � 1
x è positivo, ed essendo

la funzione arctg una funzione dispari, posso scrivere

arctg
1

x
= � arctg

�
� 1
x

�
= �

��
2
� arctg (�x)

�
e in de�nitiva

arctg 1x = �
�
2 � arctg x per x < 0

arctg 1x + arctg x = �
�
2 per x < 0

Ne segue che a sinistra dell�asse Y il gra�co di h si ottiene da quello della funzione
arctg per simmetria rispetto alla retta orizzontale di equazione y = ��

4 .

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

x 7�! arctg 1x rosso, y =
�
4 (x � 0) e y = �

�
4 (x � 0) marrone
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­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

x 7�! arctg 2x = arctg
1
x
2
(blu; per dilataz. orizz. bilaterale di modulo 2)

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7

­1

1

2

3

x

y

x 7�! 2arctg x (valori in
�
��
2 ;

�
2

�
mutati monoton. in valori di

�q
1
2� ;
p
2�
�
)

­7 ­6 ­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7
­1

1

x

y

x 7�! arctg 2x (blu; solo argomenti - e valori - positivi di arctg)

III.8. Tutte le funzioni di cui ho disegnato il gra�co nell�esercizio 7 sono
composte di funzioni elementari, quindi continue ove de�nite. Nell�operazione di
composizione, tuttavia, il dominio risulta in vari casi ridotto. Più precisamente,
tutte le funzioni i cui gra�ci compaiono a pagina 19 sono de�nite (e continue)
ovunque; quelle di pagina 20 hanno il dominio caratterizzato dalla condizione
cosx = 0, e quindi per il loro dominio si ha

D = R�
n
(2k + 1)

�

2

o
k2Z

Le discontinuità nei punti indicati sono di tipo in�nito. Le prime due funzioni
col gra�co a pagina 21 sono de�nite (e continue) per x 6= 0; in 0 la discontinuità
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è caratterizzata dalla mancata esistenza del limite, sia destro che sinistro. La
terza funzione di pagina 21 e la prima di pagina 22 sono de�nite (e continue)
ovunque. Tutte le funzioni logaritmiche, o composte con la funzione logaritmo,
di cui ho disegnato il gra�co sono de�nite (e continue) in R++ (insieme dei
numeri reali stretamente positivi), con l�eccezione della seconda di pagina 23,
che non è de�nita per nulla, delle prime due di pagina 24, che hanno in 1
un punto di discontinuità in�nita, e dell�ultima di pagina 25, che è de�nita (e
continua) ovunque. Anche tutte le funzioni composte con la funzione arctg sono
de�nite (e continue) ovunque, con l�eccezione dell�ultima di pagina 27 e della
prima di pagina 28, che presentano in 0 un salto di ampiezza �, essendo i due
limiti destro e sinistro uguali a �

2 e �
�
2 rispettivamente.

Ai punti di discontinuità che ho elencato si aggiungono poi altri punti, nei
quali talune funzioni presentate sono continue ma non derivabili. Ciò è dovuto
principalmente alla composizione con la funzione valore assoluto, che come è
noto ha un angolo in 0. A ciò corrispondono angoli di svariati gra�ci disegnati,
nei punti di contatto con l�asse orizzontale. Così il secondo e terzo gra�co di
pagina 19 hanno punti d�angolo esattamente dove quelli di pagina 20 presentano
discontinuità in�nite, cioè in

{D =
n
(2k + 1)

�

2

o
k2Z

Analogamente, il terzo gra�co di pagina 22 e il primo di pagina 23 hanno un
angolo in 1, dove sono discontinue le prime due funzioni col gra�co a pagina
24. E l�identica circostanza si presenta in 0 per i gra�ci di pagina 26 (salvo il
primo naturalmente), che hanno un angolo dove le funzioni col gra�co in fondo
a pagina 27 e in testa di pagina 28 presentano un salto.
I punti di massimo assoluti della funzione cos sono come noto tutti quelli in

cui essa vale 1, cioè quelli con l�ascissa nell�insieme

M � f2k�gk2Z
I punti di minimo assoluto sono quelli in cui essa vale �1, cioè quelli con l�ascissa
nell�insieme

M � f(2k + 1)�gk2Z
La stessa circostanza si presenta per la terza funzione di pagina 21, per cui però
il massimo è 2, e il minimo è 1

2 . La seconda funzione di pagina 19 ha come
punti di massimo assoluto (uguale a 1) quelli con l�ascissa in M , e come punti
di minimo assoluto (uguale a 0) quelli con l�ascissa in {D. Il viceversa vale per
la sua opposta, cioè la terza di pagina 19, con il massimo nullo e il minimo
uguale a �1. Similmente accadde per le due funzioni di pagina 20, dove però i
punti di minimo (ascissa in M , valore 1 e 2 rispett.) e di massimo (ascissa in
D, valore �1 e �2 rispett.) sono solo locali (le due funzioni non sono limitate
né inferiormente né superiormente). Le ascisse dei punti di massimo assoluto
(che è ancora 1) della prima funzione di pagina 21 sono reciproche di quelle
appartenenti a M

M
0 �

�
1

2k�

�
k2Z
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e quelle dei punti di minimo assoluto (che è ancora �1) sono reciproche delle
ascisse di M

M 0 �
�

1

(2k + 1)�

�
k2Z

Per la seconda funzione di pagina 21 tali ascisse sono semplicemente raddoppiate
rispetto alle precedenti

M
00 �

�
1

k�

�
k2Z

M 00 �
�

2

(2k + 1)�

�
k2Z

mentre per la prima di pagina 22 se ne prende il logaritmo (quando positive
s�intende)

M
000 � flog2 2k�gk2Z M 000 � flog2 (2k + 1)�gk2Z

La terza funzione di pagina 22 non è limitata superiormente, ed ha (1; 0) come
punto di minimo assoluto. La prima di pagina 23, all�opposto, non è inferi-
ormente limitata ed ha (1; 0) come punto di massimo assoluto. Le altre fun-
zioni composte con il logaritmo non sono limitate né inferiormente né superi-
ormente, con l�eccezione della seconda di pagina 25, che è ancora inferiormente
ma non superiormente limitata; essa tuttavia è priva di minimo, ed ha 0 come
estremo inferiore. A pagina 26, la funzione arctg è come noto priva di minimo
e massimo, ed è tuttavia limitata bilateralmente, con estremo inferiore ��

2 ed
estremo superiore �

2 . La seconda funzione ha (0; 0) come punto di minimo as-
soluto, e mantiene l�estremo superiore �

2 ; La terza (che coincide con la quarta),
all�opposto, ha (0; 0) come punto di massimo assoluto, e mantiene l�estremo in-
feriore ��

2 . Il gra�co in fondo a pagina 27 e quello in testa di pagina 28 sono
di funzioni che mantengono le stesse proprietà della funzione arctg in materia
di limitatezza ed estremi. Gli estremi della seconda funzione di pagina 28 sonoq

1
2� e

p
2� come indicato; quelli dell�ultima 0 e �

2 .
Le 3 pagine successive contengono le tabelle delle derivate prima e seconda

delle funzioni appena discusse.
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funzione derivata prima

x 7�! cosx x 7�! � senx

x 7�! � jcosxj x 7�!
* senx se x 2

[
h2Z

�
(4h� 1) �2 ; (4h+ 1)

�
2

�
n. d. (angolo) se x 2 f2k + 1gk2Z

� senx se x 2
[
h2Z

�
(4h+ 1) �2 ; (4h+ 3)

�
2

�
x 7�! cos (� jxj) x 7�! � senx

x 7�! 2
cos x x 7�! 2 sen x

cos2 x

x 7�! cos 2x x 7�! 2 sen 2
x

x2

x 7�! 2cos x x 7�! �2cos x � ln 2 � senx

x 7�! cos 2x x 7�! �2x � ln 2 � sen 2x

x 7�! log 1
2
x = � log2 x x 7�! 1

x ln 1
2

= � 1
x ln 2

x 7�! �
���log 1

2
x
��� x 7�!

* � 1
x ln 1

2

= 1
x ln 2 se x > 1

n. d. (angolo) in x = 1

1
x ln 1

2

= � 1
x ln 2 se 0 < x < 1

x 7�! log 1
2
(� jxj) funzione non de�nita;non si parla di derivata

x 7�! 2
log 1

2
x = �

2
log2 x

x 7�! � 2
ln 1

2

1
x log21

2

x
= 2

ln 2
1

x log22 x

x 7�! log 1
2

2
x = � log2

2
x

1
ln 1

2

� x2 � �
2
x2 =

1
ln 2

1
x

x 7�! 2
log 1

2
x
= 1

x (x > 0) x 7�! � 1
x2 (x > 0)

x 7�! log 1
2
2x = �x x 7�! �1
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funzione derivata seconda

x 7�! cosx x 7�! � cosx

x 7�! � jcosxj x 7�!
* cosx se x 2

[
h2Z

�
(4h� 1) �2 ; (4h+ 1)

�
2

�
n. d. se x 2 f2k + 1gk2Z

� cosx se x 2
[
h2Z

�
(4h+ 1) �2 ; (4h+ 3)

�
2

�
x 7�! cos (� jxj) x 7�! � cosx

x 7�! 2
cos x x 7�! 2(1+sen2 x)

cos3 x

x 7�! cos 2x x 7�! �4(cos 2
x+x sen

2
x )

x4

x 7�! 2cos x x 7�! 22 cos x � ln 2 �
�
ln 2 � sen2 x� cosx

�
x 7�! cos 2x x 7�! �22x � ln2 2 � (sen 2x + cos 2x)

x 7�! log 1
2
x x 7�! � 1

x2 ln 1
2

= 1
x2 ln 2

x 7�! �
���log 1

2
x
��� x 7�!

* 1
x2 ln 1

2

= � 1
x2 ln 2 se x > 1

n. d. in x = 1

� 1
x2 ln 1

2

= 1
x2 ln 2 se 0 < x < 1

x 7�! 2
log 1

2
x x 7�! 2

ln 1
2

log21
2
x�2x�log 1

2
x� 1

ln 1
2
x

x2 log41
2

x
= 2

ln 2

2
ln 2�log2 x
x2 log32 x

x 7�! log 1
2

2
x x 7�! � 1

ln 2
1
x2 =

1
ln 1

2

1
x2

x 7�! 1
x (x > 0) x 7�! 2

x3 (x > 0)

x 7�! �x x 7�! 0
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funzione derivata prima

x 7�! arctg x x 7�! 1
1+x2

x 7�! � jarctg xj = arctg (� jxj) x 7�!
* � 1

1+x2 se x > 0

n. d. (angolo) in x = 0

1
1+x2 se x < 0

x 7�! 2
arctg x x 7�! � 2

(1+x2) arctg2 x

x 7�! arctg 2x x 7�! � 2
x2

1+ 4
x2
= � 2

4+x2

x 7�! 2arctg x x 7�! 2arctg x ln 2
1+x2

x 7�! arctg 2x x 7�! 2x ln 2
1+22x

funzione derivata seconda

x 7�! arctg x � 2x
(1+x2)2

x 7�! � jarctg xj = arctg (� jxj) x 7�!
* 2x

(1+x2)2
se x > 0

n. d. in x = 0

� 2x
(1+x2)2

se x < 0

x 7�! 2
arctg x x 7�! 2

2x arctg2 x+(1+x2)2 arctg x
�

1
1+x2

�
(1+x2)2 arctg4 x

= 4 1+x arctg x
(1+x2)2 arctg3 x

x 7�! arctg 2x x 7�! 4x
(4+x2)2

x 7�! 2arctg x x 7�! 2arctg x ln2 2�2x2arctg x ln 2
(1+x2)2

= 2arctg x ln 2 ln 2�2x
(1+x2)2

x 7�! arctg 2x x 7�! ln 2
2x(1+22x) ln 2�2x22x2

(1+22x)2
= 2x ln 2

(1+22x) ln 2�22x+1

(1+22x)2
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III.9. Avendo già calcolato nell�esercizio 6 le somme degli addendi estratti
dalle due progressioni, ottengo le medie con la sola divisione per il loro numero

�a =

P100
n=11 an
90

= �7965
90

= �1593
18

= �177
2
= �88; 5

�b =

P9
n=2 bn
8

' 3; 2536

8
= 0; 4067

Sempli�co il calcolo dei quadrati degli addendi servendomi della rappresen-
tazione del termine generale delle due progressioni. Nel caso della progressione
aritmetica,

an = a0 + np

+
a2n = a20 + 2a0np+ n

2p2

e quindi, tenendo presente che la somma dei primi n numeri naturali vale n(n+1)2

e quella dei loro quadrati vale n(n+1)(2n+1)
6 ,

100X
n=11

a2n =

100X
n=11

a20 +

100X
n=11

2a0np+

100X
n=11

n2p2

= 90a20 + 2a0p

�
100 � 101

2
� 10 � 11

2

�
+ p2

�
100 � 101 � 201

6
� 10 � 11 � 21

6

�
= 90 � 6084� 78 � 3 � 9990 + 9 � (50 � 101 � 67� 5 � 11 � 7)
= 1:251:585

Nel caso della progressione geometrica,

bn = b0q
n

+
b2n = b20 (q

n)
2
= b20

�
q2
�n

e quindi concludo che anche i quadrati dei termini costituiscono una progressione
geometrica, avente b20 = 243 come termine iniziale e q2 = 1

3 come ragione.
Pertanto

9X
n=2

b2n =
9X

n=2

b20
�
q2
�n
= b20q

4
7X

n=0

�
q2
�n

= 27 �
1�

�
1
3

�8
1� 1

3

=
34

2
� 3

8 � 1
38

=
6560

2 � 81 =
3280

81
' 40; 4938
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Uso a questo punto la formula di König per la varianza

�2a =

P100
n=11 a

2
n

90
� �2a

= 13:906; 5� 7:832; 25
= 6:074; 25

�a = 77; 94

�2b =

P9
n=2 b

2
n

8
� �2b

= 5; 0617� 0; 1654
= 4; 8963

�b = 2; 2128

Per la determinazione della mediana osservo che in qualunque progressione
aritmetica i termini sono già ordinati monotonamente, poiché il passaggio da un
termine al successivo consiste sempre nell�aggiunta del passo. Nella progressione
in esame i termini sono decrescenti, perché il passo è negativo; ma in ogni caso
la mediana è il termine di indice intermedio, o la semisomma dei due di indice
intermedio, secondo che il numero dei termini considerati sia dispari o pari.
Quindi

ma =
a55 + a56

2
=
2a0 + 111p

2

= 78� 333
2
= �88; 5

La coincidenza tra media e mediana di un qualunque campione di termini adia-
centi estratti da una progressione aritmetica non stupisce, perché la costanza
dell�intervallo che separa ogni coppia di termini adiacenti (il passo, appunto)
fa sì che essi siano disposti simmetricamente rispetto alla mediana; pertanto,
ad ogni termine avente uno scarto positivo dalla mediana corrisponde un altro
termine avente lo scarto opposto, cosicché la somma degli scarti dalla mediana
è nulla; e questa proprietà è quella che caratterizza la media.
Nel caso di una progressione geometrica di ragione positiva le considerazioni

di tipo ordinale appena fatte possono ripetersi; tuttavia, gli scarti tra termini
adiacenti non sono costanti; essi anzi formano a loro volta una progressione
geometrica, con la stessa ragione anche se con passo iniziale diverso

sn � bn+1 � bn = b0qn+1 � b0qn

= b0 (q � 1) qn

pertanto non c�è da aspettarsi la coincidenza tra mediana e media riscontrata
nel caso precedente.
Quando poi la progressione geometrica è di ragione negativa, come quella

in esame, i termini sono di segno oscillante, e pertanto quelli di segno negativo
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sono tanti quanti quelli di segno positivo (se il campione è formato da un numero
pari di elementi), oppure in numero maggiore o minore di uno rispetto a quelli
di segno positivo (se il campione è formato da un numero dispari di elementi, e
il termine iniziale è negativo o, rispettivamente, positivo). Il campione in esame
è formato da 8 elementi, quindi la mediana si ottiene dalla semisomma dei due
termini più vicini a 0; poiché la ragione ha valore assoluto minore di 1, il valore
assoluto dei termini è decrescente, e i più vicini a 0 sono quelli di indice massimo.
Così

mb =
b8 + b9
2

=
b6q

3
�
1
q + 1

�
2

=

p
3

3
� � 1

3
p
3

�
p
3 + 1

2
=

p
3� 1
18

= 0; 4067
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