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Gruppo di esercizi n.6 - Svolgimento

A. Chiamo per brevità K0 la quotazione (1:024:000e) del capitale all�inizio
dell�anno e, in generale, Ki la quotazione al termine del mese i. Gennaio è un
mese di indice dispari, dunque

K1 = (1 + 25%)K0 =
5

4
K0

mentre febbraio è di indice pari e quindi

K2 = (1� 40%)K1 =
3

5
K1 =

3

4
K0

Così

K3 =
5

4
K2 =

5

4

3

4
K0

K4 =
3

5
K2 =

�
3

4

�2
K0

K5 =
5

4
K4 =

5

4

�
3

4

�2
K0

K6 =
3

5
K2 =

�
3

4

�3
K0

...

e in generale

K2i+1 =
5

4
K2i

K2(i+1) =
3

5
K2i+1 =

3

4
K2i

Se chiamo (PKi)i2N la successione delle valutazioni del capitale al termine dei
mesi pari, cioè

PKi � K2i

e (DKi)i2N quella delle valutazioni del capitale al termine dei mesi dispari, cioè

DKi � K2i�1

ho stabilito che la legge di evoluzione di (PKi)i2N è

PKi+1 = K2(i+1) =
3

4
K2i =

3

4
PKi
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ossia che (PKi)i2N è una progressione geometrica di ragione
3

4
; essa è pertanto

decrescente, e il suo termine generale è esprimibile in modo diretto oltre che
ricorsivo

PKi =

�
3

4

�i
PK0 =

�
3

4

�i
K0

Per quanto riguarda (DKi)i2N, in primo luogo il suo termine generale è ormai
direttamente ottenibile riconducendolo a quello di (PKi)i2N

DKi+1 = K2(i+1)�1 = K2i+1 =
5

4
K2i =

5

4
PKi =

5

4

�
3

4

�i
K0

Inoltre, se sono interessato alla sua legge di evoluzione, posso completare la
prima parte delle precedente catena di uguaglianze in modo diverso

DKi+1 =
5

4
K2i =

5

4

3

5
K2i�1 =

3

4
DKi

ottenendo la conclusione non certo sorprendente che anche (DKi)i2N è una

progressione geometrica di ragione
3

4
, il cui termine iniziale è però DK1 =

K1 =
5

4
K0 anziché K0.

Resta soltanto da stabilire se la valutazione del capitale scende la prima
volta al di sotto di 243:000e al termine di un mese dispari oppure al termine di
un mese pari. Nel primo caso, tale valutazione si mantiene de�nitivamente al
di sotto di tale soglia, perché il mese successivo é di indice pari, e fa scendere
ulteriormente la valutazione, mentre come ho visto il mese di indice ancora
successivo (dispari) fa risalire leggermente la valutazione ma non abbastanza
da compensare l�e¤etto depressivo del mese pari precedente. Nel secondo caso,
invece, è necessario controllare che l�apprezzamento del successivo mese dispari
non riporti la valutazione, sia pure temporaneamente, al di sopra della soglia.
Sono così condotto ad esaminare la disequazione

PKi =

�
3

4

�i
(1:024:000) < 243:000

cosa che faccio con qualche passaggio

3i

22i
� 210 < 35�

3

4

�i�5
< 1

Poiché
3

4
è minore di 1, tutte le sue potenze ad esponente positivo sono anch�esse

minori di 1, ed il contrario è vero per quelle ad esponente negativo. Dunque la
precedente disequazione non è soddisfatta allorché i é compreso tra 0 e 5, e lo
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è per i strettamente maggiore di 5. Ne segue che il primo mese di indice pari
al termine del quale la valutazione del capitale si trova al di sotto della soglia
è il sesto, cioè il mese di dicembre del primo anno. Al termine di tale mese, la
valutazione è esattamente

36

212
210103e =

729

4
� 1000e = 182:250e

Alla �ne di novembre, la valutazione era

5

3
� 182:250e = 303:750e

mentre alla �ne di gennaio dell�anno nuovo essa risale a

5

4
� 182:250e = 227:810e

In conclusione, la prima volta in cui il capitale riceve una valutazione inferiore
a 243:000e è nel mese di dicembre; da quel momento in poi le valutazioni
successive restano sotto tale soglia in via de�nitiva..

B. L�ipotesi loga b = 3 equivale a b = a
3 ed anche a logb a =

1

3
. dalle altre

proprietà dei logaritmi ottengo

2 loga 3a = 2 loga 3 + 2 loga a = loga 9 + 2

2 loga 3b = 2 loga 3 + 2 loga b = loga 9 + 6

3 loga 2b = 3 loga 2 + 3 loga b = loga 8 + 9

3 = 3 (scritto per completezza)

3 loga 2a = 3 loga 2 + 3 loga a = loga 8 + 3

3 loga 3a = 3 loga 3 + 3 loga a = loga 27 + 3

2 logb 3a = 2 logb 3 + 2 logb a = logb 9 +
2

3

= logb a � loga 9 +
2

3
=
loga 9 + 2

3

e

loga 2b

logb a
� loga b2 = 3 loga 2 + 3 loga b� 2 loga b

= loga 8 + 3

Dunque l�uguaglianza è tra

3 loga 2a e
loga 2b

logb a
� loga b2

Poiché questa uguaglianza è vera qualunque siano a e b (nel loro comune do-
minio), si dice talora ch�essa è una identità nelle 2 variabili a e b. Naturalmente,
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non si può escliudere che in corrispondenza di particolari valori assunti da a e b
l�uguaglianza valga anche con qualche altra espressione. Per esempio, da

loga 8 + 3 = loga 9 + 2

si evince
loga

9

8
= 1 a =

9

8
b =

729

256

mentre da
loga 8 + 3 = loga 9 + 6

si evince

loga
8

9
= 3 b =

8

9
a =

2
3
p
9
=
2 3
p
3

3

Pertanto, la quinta espressione della lista proposta è sempre (o, meglio, quando
sia a che b sono maggiori di 0 e diversi da 1, ossia quando i logaritmi in esame
sono de�niti) uguale all�espressione �obiettivo�; mentre nel caso particolare in

cui (a; b) =
�
9

8
;
729

256

�
lo è anche la prima, e quando (a; b) =

 
2 3
p
3

3
;
8

9

!
lo è

invece anche la seconda. Per ulteriore esercizio puoi trovare per quale valore di
(a; b) è l�ultima espressione ad essere uguale alla quinta (e quindi all�espressione
�obiettivo�); e a renderti conto che le altre tre (terza, quarta, e sesta) non lo
sono mai.

Ca Esistenza. La presenza di
p
x e di

p
4� x nei due membri dell�equazione

richiede che valga 0 � x � 4. Procedimento risolutivo. Quadrando entrambi i
membri e riordinando (questo procedimento può introdurre le eventuali soluzioni
dell�equazione �clandestina�1

p
x� 2 = �

p
4� x, che dovranno venire scartate

più avanti)

x� 4
p
x+ 4 = 4� x

2
�
x� 2

p
x
�
= 0

L�ultima condizione fornisce x = 0 oppure
p
x = 2 cioè x = 4. La prima

alternativa non può venire accettata, perché risolve l�equazione clandestina
ma non quella originale. La seconda alternativa è dunque l�unica soluzione
dell�equazione proposta.
Ca0 Esistenza. Il primo radicale è sempre de�nito. Il secondo esiste soltanto

per x2 � 1, cioè per x 2 (�1;�1] [ [1;+1). Procedimento risolutivo. Poiché
l�incognita compare soltanto elevata al quadrato, preferisco per semplicità intro-
durre la variabile t � x2, sottoposta alla condizione t � 0. Quadrando anche in
questo caso entrambi i membri e riordinando (ora posso esser sicuro di non aver

1Uso questo termine pittoresco per riferirmi ad una equazione o disequazione le cui soluzioni
possono essere diverse da quelle della equazione o disequazione che si sta studiando, ma che
vengono aggiunte in qualche stadio del particolare procedimento risolutivo seguito.
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introdotto soluzioni dell�equazione clandestina
p
x2 + 2 �

p
x2 � 1 = �2, per-

ché quest�ultima non può avere soluzioni, dato che il primo radicando è sempre
maggiore del secondo)

t+ 2� 2
p
t+ 2 �

p
t� 1 + t� 1 = 4

2
p
(t+ 2) (t� 1) = 2t� 3

Quadrando e riordinando ancora (e introducendo così l�ulteriore equazione clan-
destina 2

p
(t+ 2) (t� 1) = 3� 2t)

4
�
t2 + t� 2

�
= 4t2 � 12t+ 9

16t = 17

La soluzione ottenuta per la variabile t è positiva come richiesto. Tuttavia,

t =
17

16
(da cui avrei ottenuto le due soluzioni x1 = �

p
17

4
e x2 =

p
17

4
, entrambe

soddisfacenti la condizione di esistenza) è soluzione dell�equazione clandestina,
non di quella originale:

2

s�
17

16
+ 2

��
17

16
� 1
�

=
7

8

2
17

16
� 3 = �7

8

3� 217
16

=
7

8

L�equazione a0 non ha soluzioni.
Cb Esistenza. Il radicale è de�nito se il prodotto x (x� 1) è maggiore o

uguale a 0, cioè se x e x � 1 sono concordi. A¢ nché siano non negativi en-
trambi, occorre e basta che sia nonnegativo il minore, cioè x� 1, quindi quando
x è maggiore o uguale a 1. A¢ nché siano non positivi entrambi occorre e
basta che sia non positivo il maggiore, cioè x, quindi quando x è minore o
uguale di 0. Mi restringo pertanto a cercare soluzioni nell�insieme di esistenza
della disequazione cioè (�1; 0][ [1;+1). Procedimento risolutivo. Poiché ogni
radicale non preceduto dal segno meno è non negativo, posso escludere subito
dall�insieme delle soluzioni la semiretta (�1;�2], dove il secondo membro è
negativo o nullo. Nell�insieme residuo (�2; 0][ [1;+1) entrambi i membri sono
non negativi, e la loro posizione reciproca coincide con quella dei loro quadrati;
posso dunque sostituire la disequazione di partenza con la seguente:

x (x� 1) < x2 + 4x+ 4 (in (�2; 0] [ [1;+1) )

Riordinando

5x+ 4 > 0 (in (�2; 0] [ [1;+1) )
m

x > �4
5

(in (�1; 2] [ [1;+1) )
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L�insieme delle soluzioni della disequazione è in conclusione
�
�4
5
; 0

�
[ [1;+1).

Cb0 Questa disequazione può venire discussa senza calcoli. I due radicali a
primo membro contengono radicandi che sono reciprocamente ordinati in modo
indipendente dall�assegnazione di valore alla variabile (e persino dalla restrizione
conseguente alla necessaria esistenza dei radicali stessi)

8x 2 R; x2 + 2 > x2 � 1
8x 2 (�1; 1] [ [1;+1) ;

p
x2 + 2 >

p
x2 � 1

Passando alla di¤erenza tra i radicali,

8x 2 (�1; 1] [ [1;+1) ;
p
x2 + 2�

p
x2 � 1 > 0

e questo mostra che il primo membro non può essere uguale al secondo, che è
negativo, per alcun valore della variabile: la disequazione non ammette soluzioni.
Cc (Per esporre compiutamente in modo autonomo il procedimento risolu-

tivo, risolvo questa disequazione senza tener conto dei risultati dell�esercizio b, e
a¤ronto la questione dell�esistenza in modo gra�co). Esistenza. Il gra�co della
funzione reale di variabile reale

y = x (x� 1)

è una parabola ad asse verticale, concava berso l�alto, col vertice nel punto di

coordinate
�
1

2
;
1

4

�
, e le intersezioni con gli assi nei punti (0; 0) e (1; 0).

­1 1 2

­1

1

2

3

4

x

y

A¢ nché sia positivo il radicando (che è rappresentato da questa parabola), è
dunque necessario che x appartenga a (�1; 0] [ [1;+1). Procedimento riso-
lutivo. Poiché il primo membro è non negativo, la disequazione è certamente
soddisfatta se il secondo membro è strettamente negativo, cioè per x < �2.
Nel resto dell�insieme di esistenza della disequazione, cioè in [�2; 0] [ [1;+1),
ambo i membri sono non negativi, e posso sostituirla con quella relativa ai loro
quadrati

x (x� 1) > x2 + 4x+ 4 (in [�2; 0] [ [1;+1) )
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Riordinando

5x+ 4 < 0 (in [�2; 0] [ [1;+1) )
m

x < �4
5

(in [�2; 0] [ [1;+1) )

L�insieme delle soluzioni della disequazione è in conclusione

(�1;�2) [
�
�2;�4

5

�
=

�
�1;�4

5

�
Cc0 Esistenza. La presenza del logaritmo richiede la restrizione x > 0.

Procedimento risolutivo. Questa restrizione a sua volta permette di ridurre
l�indagine sul segno della frazione a quella del numeratore.

(per x > 0)
1� lnx
x

> 0() 1� lnx > 0() lnx < 1() x < e

L�insieme delle soluzioni è (0; e).
Cd Esistenza. La presenza della radice quadrata richiede la restrizione

�x � 0 ossia x � 0

Procedimento risolutivo. Proprio quando x è non positivo esso ha segno diverso
da
p
�x; ed essendo negativo il primo e positivo il secondo (salvo quando x = 0

s�intende), la disequazione non è mai soddisfatta. L�insieme delle soluzioni è
vuoto.
Cd0 Esistenza. Tutte le funzioni in gioco sono ben de�nite su R. Procedi-

mento risolutivo. A¢ nché il prodotto sia positivo, i due fattori devono essere
concordi. Poiché tanto x che 2x � 1 cambiano segno per x = 0, il loro prodotto
è positivo ovunque (salvo che per x = 0). L�insieme delle soluzioni è R� f0g.
Ce Esistenza. La presenza del logaritmo (composto con il valore assoluto)

richiede la restrizione x 6= 0. Procedimento risolutivo. La concordia dei due
fattori x e log3 jxj richiede8<: x > 0

log3 jxj � 0
oppure

8<: x < 0

log3 jxj � 08<: x > 0

log3 x � 0
oppure

8<: x < 0

log3�x � 08<: x > 0

x � 1
oppure

8<: x < 0

�x � 1

x � 1 oppure

8<: x < 0

x � �1
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L�insieme delle soluzioni della disequazione è dunque [�1; 0) [ [1;+1).
Ce0 Esistenza. La funzione in gioco è ben de�nita su R. Procedimento

risolutivo. Conviene riguardare anche la costante a secondo membro come una
potenza di 4

4x
2

� 41=2

Poiché 4 è maggiore di 1, l�esponenziale di base 4 è una funzione strettamente
crescente, e posso equivalentemente scrivere

x2 � 1

2

da cui

�
p
2

2
� x �

p
2

2

L�insieme delle soluzioni della disequazione è dunque

"
�
p
2

2
;

p
2

2

#
.

Cf Esistenza. La funzione seno è de�nita su tutto R. Procedimento riso-
lutivo. Risolvo in primo luogo la disequazione limitatamente ad un intervallo
�canonico�di ampiezza pari al periodo della funzione seno, aiutandomi s�intende
col suo gra�co

x

y

2ππ
5π/6π/6

1/2

1

­1

dove ho tenuto conto che si ha sen
�

6
=
1

2
e che per ogni angolo x vale

sen (� � x) = senx

In questo intervallo l�insieme delle soluzioni è composto di due �pezzi�, pre-

cisamente
h
0;
�

6

�
[
�
5�

6
; 2�

�
. Tuttavia, allorché considero i due intervalli di
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ampiezza 2� adiacenti a [0; 2�], e in de�nitiva l�unione di tutti gli intervalli
simili che coprono tutto R, mi rendo conto che �i due pezzi si possono attac-
care�, e che la descrizione dell�insieme completo delle soluzioni richiede, grazie
all�introduzione di un indice variabile, la speci�cazione di una sola famiglia di
intervalli [

k2Z

�
5�

6
+ 2k�;

13�

6
+ 2k�

�
Cf 0 Esistenza. La funzione coseno è de�nita su tutto R, e la sua com-

posizione con la funzione valoreassoluto altrettanto. Procedimento risolutivo.
Risolvo anche adesso in primo luogo la disequazione limitatamente ad un inter-
vallo �canonico�, aiutandomi col gra�co della funzione coseno composta con la
funzione valoreassoluto

x

y

2ππ
5π/6π/6

√3/2
1

­1

7π/6 11π/6

dove ho tenuto conto che cos
�

6
=

p
3

2
e che per ogni angolo x vale

cos (� + x) = cos (� � x) = � cosx

Questa volta i pezzi sono tre, precisamenteh
0;
�

6

�
[
�
5�

6
;
7�

6

�
[
�
11�

6
; 2�

�
ma mi rendo conto che la considerazione di tutto R permette di ridurmi a
rappresentare l�insieme completo delle soluzioni indicando l�unione di due sole
famiglie [

k2Z

�
5�

6
+ 2k�;

7�

6
+ 2k�

�
[
�
11�

6
+ 2k�;

13�

6
+ 2k�

�
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Cg Esistenza. La funzione coseno è de�nita su tutto R, e la sua composizione
con la funzione valore assoluto (in ordine inverso rispetto al punto precedente)
altrettanto. Procedimento risolutivo. Mi rendo conto che la presenza del valore
assoluto nell�argomento della funzione coseno è puramente pleonastica, poiché
il coseno è una funzione pari. In questo caso dunque quello che mi serve è
direttamente il gra�co della funzione coseno

x

y

2ππ
π/6

√3/2
1

­1

11π/6

Il numero di pezzi dell�insieme delle soluzioni nell�intervallo canonico si è nuo-

vamente ridotto a due,
h
0;
�

6

�
[
�
11�

6
; 2�

�
, e nell�estensione dell�indagine a R

di nuovo occorre e basta una sola famiglia di intervalli per descrivere l�insieme
completo delle soluzioni [

k2Z

�
11�

6
+ 2k�;

13�

6
+ 2k�

�
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Cg0 Esistenza. La funzione tangente non è de�nita sui multipli interi dispari
di
�

2
, e la sua composizione con la funzione valoreassoluto non cambia la situ-

azione. Procedimento risolutivo. Continuo a seguire il metodo dell�indagine pre-
liminare dedicata ad un intervallo canonico, questa volta solamente di ampiezza
�

x

y

π/2−π/2
π/4−π/4

1

−5π/4 5π/4

ottenendo come insieme di soluzioni, dopo essermi ricordato che vale

tg��
4
= tg

�

4
= 1

l�unione di due intervalli
�
��
2
;��
4

i
[
h�
4
;
�

2

�
. I due pezzi non si attaccano

nel passaggio alla considerazione dell�intero dominio, a causa della mancata
de�nizione della funzione tangente nei multipli interi dispari di

�

2
, e l�insieme

completo delle soluzioni è[
n2N

�
��
2
� n�;��

4
� n�

i
[
h�
4
+ n�;

�

2
+ n�

�
Ch Esistenza. La funzione arcoseno è de�nita sull�intervallo �1; 1 . Procedi-

mento risolutivo. Il disegno del suo gra�co è tutto quello che serve per risolvere
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la disequazione, tenendo conto che vale

�

3
= arcsenx() x = sen

�

3

e che sen
�

3
=

p
3

2

­1 1

­1

1

x

y

√3/2

π/3

L�insieme delle soluzioni è

 p
3

2
; 1

#
.

Ch Esistenza. La funzione arcotangente è de�nita ovunque, e così la sua
composizione con la funzione valoreassoluto. Procedimento risolutivo. Anche
qui il disegno del gra�co è tutto quello che serve per risolvere la disequazione,
tenendo conto che vale

�

4
= arctg x() x = tg

�

4

e che tg
�

4
= 1

x

y

1

π/4

­1

L�insieme delle soluzioni è (�1;�1) [ (1;+1).

12


